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I Einleitung

Die 1936 von A. Turing [1] erstmals definierte und 1952 von
Kleene [2] prdzisierte Turingmaschine hat dazu gedient, den Begriff
des Algorithmus’ exakt zu fassen und Probleme der Nichtberechenbar-
keit von Funktionen zu 16sen. T. Rado [3], [4] definierte 1962 fir
bindre Turingmaschinen, die im Gegensatz zur Turingmaschine ﬁach
Kleene in jedem Schritt das Arbeitsband um ein Feld.verséhieben
missen, die Funktionen S(n) und L(n), die auch Gegenstand der Un-

tersuchung dleser Arbeit bilden.

S(n) gibt die fir bindre Turingmaschinen mit n Befehlen
(vel Rado "Cards" genannt) maximal mBgliche Laufzelt an, angegeben
als Anzahl von durchgefithrten Schritten bis zum Halt; X(n) gibt
die maximal m&gliche Zahl von Einsen an (das Alphabet fir binire
Turingmaschinen besteht, auBSer dem lLeerzeichen "O", aus dem einzi-
gen Zeichen "1"), die eine bindre Turingmaschine mit n Befehlen
nach dem Halt auf dem Band hinterlassen kann. Bel beiden Funktio-
nen wird vorausgesetzt, da8 vor dem Start der Turingmaschine das
Band leer ist. Die Konstruktion von X und S beruht auf dem Prin-
zip, daB jede nicht-leere endliche Menge ein griB8tes Element be-
sitzt. Beide Funktionen sind, obwohl wohldefiniert (Rado: "excep-
tionally well-defined"), nicht berechenbar. Rado kleidete die Auf-
gabe der Berechnung von 3(n) in ein Spiel, das er "Busy-Beaver
Game" nannte: Flr vorgegebenes n ist eine Turingmaschine mit n
Befehlen anzugeben. Sleger ist derjenige, dessen Turingmaschine
bei Anwendung auf das leere Band hdlt und die meisten Einsen auf
dem Band hinterl#Bt. Aus der Nichtberechenbarkeit von ¥ und S
148t sich leicht die Unldsbarkeit des Halteproblems bei Turing-

maschinen ableiten, die besagt, daB8 es keinen Algorithmus gibt,
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der fUr eine beliebige Turingmaschine entscheidet, ob sie - ang®"

wandt auf das leere Band - hidlt oder nicht,

Im Anschlu8 an die Arbeiten von T. Rado [3], [#4] wurden mer
rere Versuche unternommen, S(n) und %(n) fir kleine n direkt zu be
stimmen oder aber durch Angabe bestimmter Turingmaschinen gute Ni-
herungswerte zu erzielen. "Per Hand" lassen sich mit vertretbareén
Aufwand nur die Werte fiir n=1 und n=2 bestimmen. Der erste undg nei
nes Wissens elnzige Versuch, wenigstens fir n=3 das Problem mit
Hilfe eines Computers systematisch anzugehen, wurde von S. Lin in
seiner Dissertation bel T. Rado 1963 unternommen (vgl. [5] ) und
rihrte zur Bestimmung von X(3) und S(3). Die Anzahl der mdglichen
Turingmaschinen mit 3 Befehlen wurde durch Einfiihrung von Aquiva~
lenzrelationen von 16 777 216 auf 82 944 zu untersuchende Turing-
maschinen verringert, die dann mit Hilfe von Computerpogrammen in
haltende und nichthaltende Turingmaschinen getrennt wurden. Bei 4C
Turingmaschinen muSte diese Entscheidung "per Hand" getroffen wer-
den, da dle Computerprogramme dabel versagten. Das Verfahren von
S. Lin auf Turingmaschinen mit 4 Befehlen angewandt wilrde von
25 600 000 000 mdglichen auf 100 663 296 zu untersuchende Turing-
maschinen flihren, wobel etwa bei 15 000 das Halten bzw. Nichthal-
ten "per Hand" entschieden werden miiBte. Diese Tatsache bringt
T. Rado [4] durch folgende Formullerung zum Ausdruck: "As regards

T(4), S(4) the situation seems to be entirely hopeless at present.

Da die direkte Berechnung von %(n) und S(n) fir n >4 unmdg—
lich schien, schlof sich der Versuch an, wenigstens eine untere
Schranke fir Y(n) und S(n) anzugeben., Dies geschah in einer Arbeit
von Milton W. Green [6]. Fir n26 sind die von ihm angegebenen Wer
te immer noch die besten Ndherungswerte. Dle besten Werte rir n=4

und n=5 kamen durch direkte Angabe von Turingmaschinen zustande.
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In [7] ist zusammengefafBt, was fiir die ersten n bekannt ist:

1 2 > 4 5 6 T 8
S(n) =1 =k =6 313 217 >3 22 961 »3:(7,3%°-1)/2
s(n) =1 =6 =21 2107

Nach der von Milton W. Green gegebenen Abschidtzung verlor
dle mit den Funktionen % und S zusammenhingende Problematik etwas
an allgemeinem Interesse. Dle vorliegende Arbeit wurde durch eine
Vorlesung von W. Brauer (vgl. auch [8]) angeregt. In ihr ging es zu-
pdchst darum, mit Hilfe der Ansidtze bei S. Lin und T. Rado [5] und
mit Computerunterstiitzung die Funktionswertef(4) und S(4) zu be-
stimmen und fir n=5 eine bessere Abschitzung als in [7] angegeben
zu ermitteln. Als Ergebnis dieser Bemilhungen kann obige Tabelle ge-

#andert werden 1in:

4 5
Z(4) =13  >40
S(4) =107  >992

Nach léngerer Zeit der Beschiftigung mit bindren Turingma-
schinen mit wenigen Befehlen und nach vielen fehlgeschlagenen Ver-
suchen, Ordnungsstrukturen in der Menge aller Turingmaschinen mit
n Befehlen zu finden, wurde auBerdem in dieser Arbelt der Versuch
unternommen, zumindest einen Einblick in die iiberraschend vielf&lti-
gen Mbglichkeiten zu gewdhren, die eine relativ einfache Struktur
wle etwa eine bindre Turingmaschine mit 4 Befehlen gestattet. Zu
dlesem Zwecke war es notwendlg, recht umfangreiche Tabellen und Sta-

tistiken aufzufiihren.

Dariiber hinaus fiihrt eine Untersuchung, die sich mit "unlds-
baren Problemen" beschiftigt, nahezu zwanglos zu der Frage, ob nicht

durch elne Einschrénkung des Problems elne LOsung erzielt werden
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kann. Es liegt nahe, statt der Menge aller Turingmaschinen 14’
Tellmengen von Turingmaschinen zu betrachten und zu versuche€ns
dort das Halteproblem zu ldsen, wihrend der Nachwels der Unlos-
barkeit des Halteproblems fiir die Tellmenge der nicht-16schenden
(einmal vorhandene Einsen auf dem Band dtirfen nicht mebr gelosch?
werden) bindren Turingmaschinen indirekt in einem Beweis bel Joi?
E. Hoperoft und Jeffrey D. Ullman [9] enthalten ist, wird als Er-
gebnis eigener Bemithungen der Bewels gefiihrt, da@ das Halt€pro-
blem 18sbar 1st, wenn man sich auf nur schreibende (Jeder Befehl

Schreibt eine Eins) bindre Turingmaschinen beschrinkt.

Zum SchluB der Einleitung sei noch auf eine sprachliche
Regelung hingewiesen. Es wird in der.vorliegenden Arbelt nicht
zwischen Turingprogramm und Turingmaschine unterschieden. wird
von einer Turingmaschine gesprochen, so ist damit eine Turing-
maschine gemeint, die mit einem bestimmten Turingprogramm '&€-
laden" 1st. Wird von Befehlen gesprochen, so sind die Befehle
dieses Turingprogramms gemeint. AuBSerdem wird statt von bindren

Turingmaschinen nur von Turingmaschinen gesprochen.
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II Aquivalenz von Turingmaschinen

pef. 1: Fir die vorliegende Arbeit wird die Turingmaschine in An-
yel. 12

lehnung an Brauer/Indermark [8] wie folgt definlert:

Eine Turingmaschine besteht im wesentlichen aus einer Zentralein-
heit, einem Band, das nach beiden Seiten beliebig verlingerbar
ist, einem Lese- und Schreibkopf, sowle elnem Befehlsspeicher,

in dem in natiirlicher Welse durchnumeriert eine Anzahl von Be-
fehlen stehen, nach denen die Turlingmaschine arbeitet. Das Band,
das gleichzeitlg als Ein- und Ausgabeeinheit dient, ist in Fel-
der eingeteilt und zwar vom Feld O ausgehend nach links die Fel-
der -1,-2,~3.... und nach rechts die Felder 1,2,3.... Der lLese-
und Schreibkopf steht zu jeder Zeilt iber genau einem Feld des
Bandes, dem sogenannten Arbeitsfeld. Die Zentraleinheit kann

von den Befehlen im Befehlsspeicher gesteuert das Zeilchen auf

dem Arbeltsfeld lesen und 1n Abhédngigkeit davon und von dem
augenblicklich durchgefithrten Befehl ein Zeichen auf das Ar-
beltsfeld schreiben. Ein Zeichen ("1") und das Leerzeichen ("O")
stehen zur Verfiigung. Grundsdtzlich wird beim Schreibvorgang

das Arbeitsfeld {berschrieben. Mit O iberschreiben heiSt das
Arbeitsfeld 1ldschen. Welter kann die Zentraleinheit wieder in
Abhéingigkeit vom gelesenen Zeichen und vom augenblicklich durch-
gefllhrten Befehl den Lese- und Schreibkopf um ein Feld nach rechts
oder links verschieben. Ein Befehl ist von der Form (insgesamt

sollen n Befehle vorhanden sein):

i
1

102} vin] 1 €{1,...,n}, nj‘efo,h...,n}

1,14 1
1125 V3 ny zy ¢ f0,1}, vj ¢ {R,L}
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Dabei sei i die Nummer des Befehls; O und 1 (2. Stelle der
beiden Zellen) regeln in Abhdngigkelt vom Inhalt des Arbeits-
feldes, welche Zeile (= Teilbefehl) durchgefihrt wird, d.h.,
steht auf dem Arbeitsfeld eine O, so wird beim Aufruf des i-ten
Befehls der 1. Teilbefehl dieses Befehls ausgefihrt, steht auf
dem Arveitsfeld eine 1, wird der 2. Tellbefehl ausgefihrt. Z?
ist das Zeichen, das bei der Durchfithrung des j-ten Tellbefehls
des i1-ten Befehls auf das augenblickliche Arbeitsfeld geschrie-
ben wird. Vi sind die durchzufiihrenden Verschiebeoperationen.

R bedeutet: Verschieben des lese- und Schreibkopfes um ein Feld
nach rechts; entsprechend steht L fiir links. n§ ist die Nummer
desjenigen Befehls (nicht Teilbefehl), der als nidchster von

der Zentraleinheilt durchzufilhren ist. Ist nduo, so hdlt die
Zentraleinheit nach der Durchfiihrung dieses Tellbefehls die
Turingmaschine an. (Ein solcher Befehl heigt Haltebefehl.)
Grundsitzlich wird die Turingmaschine mit dem 1. Befehl im

Befehlsspelcher gestartet.

Lemma 1: Es gibt (4(n+1))2n verschiedene Turingmaschinen mit

n Befehlen (3] .

Bewels: Pro Teilbefehl gibt es 4 Mdglichkeiten filr die Kombi-

1.1 1
JJ J

maschine mit n Befehlen 2n Teilbefehle hat, gibt es (4(n+1))e"

nation von Z,V, und n+1 Mtglichkeiten fir n,. Da elne Turing-

verschiedene Mdglichkeiten.

Bemerkung: Um eine Vorstellung liber das Anwachsen dieser Zahl

zu bekommen, seien hier die ersten 6 Zahlen angegeben:
n Anzahl der mglichen Turingmaschinen
1 64
2 20.736
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3 16.777.216
4 25.600.000.000
5 63.403.380.965.376
6 232.218.265.089.212.416

Es wird nun eine Hquivalenzrelation auf der Menge aller
Turingmaschinen definiert, indem Operationen angegeben werden, die
Turingprogramme #dndern, ohne da8 sich der Ablauf wesentlich dndert.
Beziiglich des Ablaufs wird immer vorausgesetzt, daB8 vor dem Start
das Band leer ist. Indem man dann im weiteren nur noch einen Repri-
sentanten aus jeder Aquivalenzklasse zu untersuchen hat, verrin-

gert sich die Zahl der zu untersuchenden Turingmaschinen mit bis

zu 4 Befehlen auf 1.198.690.

; Def, 2: Zwel Turingmaschinen mit n Befehlen sind &quivalent, wenn

sie identisch sind oder sich mit Hilfe einer oder mehrerer der

folgenden Operationen ineinander iberfiihren lassen:

1. Operation: In allen n Befehlen wird ein R durch ein L und

ein L durch ein R ersetzt.

2, Operation: Ersetzen von R durch L und L durch R in Tellbe-
fehlen, dle Haltebefehle sind.

3. Operation: Fir eine Permutation ¢ auf §1,2,...,n}, die die
1 fest 1#Bt, wird folgendes durchgefithrt: G wird
angewandt auf die Befehlsnummern und auf die Num-
mern der aufzurufenden Befehle mit Ausnahme der
0, d.h. auf die von O verschiedenen Zahlen, dle
an erster und letzter Stelle in jedem Tellbefehl
stehen., Anschliefend werden dle Befehle so geord-
net, daB die Befehlsnummern wieder in natiirlicher

Reihenfolge stehen, Beispiel: n=4, G =(1)(2,4,3).




101R2 101R4 101R4
11112 11104 11154
20111 40111 201RO
210L> 41oL2 211L3
- >
301RO 201RO 301R3
31104 21113 310R1

401R4 301R3 40114
410R1 310R1 Hor2

4, Operation: Numerilert man statt der Befehle die Teilbefehle
durch, so erhdlt man bel n Befehlen Teilbefehle
mit den Nummern1 bis 2n., Der Ablauf einer Turing-
maschine kann dann als Folge von Teilbefehlsnum-
mern dargestellt werden. Die Menge aller Tellbe-
fehlnummern, dile in dieser Folge auftauchen, sei
M. M kann echte Untermenge von §{1,...,2n} sein.
Operation 4 besteht darin, daB Teilbefehle, die
eine Nummer aus der Differenzmenge §1,...,2n}\M
haben, 1in irgendeiner bellebigen, nur den allge-
meinen Regeln fiir den Aufbau eines Befehls ent-
sprechenden Weise geindert werden., Anders ausge-
drickt: Operation 4 dndert Teilbefehle, die beim

Ablauf der Turingmaschine nie aufgerufen werden.

Bemerkung: Die Menge M in Operation 4 kann nur effektiv bestimmg
werden, wenn von der betreffenden Turingmaschine das Halten bzw.
das Nichthalten nachgewiesen i1st, Hilt die Turingmaschine, so
kann M durch Auffithrung aller bis zum Halt benutzten Tellbefehle
bestimmt werden; h#lt sie nicht, so kann dieses Nichthalten nur
nachgewlesen werden, indem man nach einer bestimmten Schrittzahl

Regeln angibt, nach denen sich der weitere Ablauf vollzileht. Dann
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ld8t sich aber auch angeben, welche Teilbefehle im weiteren Ver-

lauf noch benutzt werden.

Lemma 2: Durch Definition 2 wird eine Aquivalenzrelation auf der

Menge aller Turingmaschinen definiert.

Reflexivitit und Transitivitédt sind klar. Da zu Jeder Operation

auch dle Umkehroperation zullissig ist, gilt auch die Symmetrie.

Bemerkung: Die 4 Operationen dndern eine Turingmaschine insofern
nur unwesentlich, als der Ablauf der gednderten Turingmaschine von
der Stellung des Lese- und Schreibkopfes sowle von der Bandbelegung
sSich nicht unterscheidet oder spiegelbildlich zum Feld O ist. Ob
bei der Durchfiihrung des Haltebefehls der Lese- und Schrelbkopf
nach links oder nach rechts verschoben wird, sollte nicht als Knde-
rung des Ablaufs angesehen werden. Man kdnnte eine Aquivalenzrela-
tion auch folgendermaBen definleren: Zwei Turingmaschinen sind
dquivalent, wenn sich ihre AblHufe hicht oder nur unwesentlich,

in der oben angegebenen Art, unterscheiden. Dabel zeigt es sich
aber, daB es Turingmaschinen gibt (Beilspiele lassen sich lelcht
konstruieren), die nach dieser Definition Hquivalent sind, sich
aber in ihren Programmen so unterscheiden, daB sie nicht durch die
4 oOperationen ineinander ilberfilnrt werden konnen. Man bekime zwar
zu dieser Aquivalenzrelation ein kleineres Reprisentantensystem
als zu der in Definition 2 definilerten Aquivalenzrelation, aber
Versuche, fiir die Menge der Turingmaschinen bis zu 4 Befehlen ein
Splches Reprisentantensystem zu konstruleren, sind fehlgeschlagen.
Ein vVorteil der Kquivalenzrelation nach Definition 2 ist der, daB
Zu jedem Reprisentanten, vorausgesetzt, dag das Halteproblem da-
fir geldst ist, leicht mit Hilfe der 4 Operationen die Anzahl der

Zy diesem Repriisentanten dquivalenten Turingmaschinen ermittelt
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werden kann.,

Der., 3: R sel ein Reprisentantensystem zu der in Definition 2
definierten Aquivalenzrelation. R werde folgendermaBen in dis-

Junkte Teilmengen zerlegt:

2= U (S(n,m)uU(n,m))
n
m£2n
S(n,m) = 8" (n,m)aR, U(n,m) = U (n,m)n R
8" (n,m) und U’ (n,m) werden definiert durch:
™ ¢ S’ (n,m) 1. TM ist haltende Turingmaschine
2. TM besitzt n Befehle
5. m Teillbefehle von TM werden beim

Ablauf der Turingmaschine benutzt

T™ & U'(n,m) 1. TM ist nicht-haltende Turingmaschine
2. und 3. wie bei S’ (n,m) ‘

Die Teilmenge R von R enthalte alle Turingmaschinen aus R mit

bls zu n Befehlen.
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IIT Konstruktlonsverfahren fiir eine Teilmenge

eines Reprédsentantensystems R

In diesem Kaplitel wird ein Konstruktionsverfahren herge-
leitet zur Bestimmung der Teilmenge Rho von R, wobei n, folgen-
de Bedeutung hat: Fiir jede Turingmaschine mit bis zu n, Befehlen
148t sich das Halteproblem ldsen. Die Aussage, daB das Haltepro-
blem unldsbar ist, enthidlt keine Beschridnkung ilber -die Anzahl
der Befehle und stellt somit zu dem oben Gesagten keinen Wider-

spruch dar. Praktisch durchgefilhrt wurde in dieser Arbeit die

Bestimmung von Ry.

Lemma 3: Sei J die Menge aller Turingmaschinen mit bis zu n,
Befehlen. Alle Turingmaschinen aus 7 werden mit Hilfe von Ope-
ration 1 aus Def. 2 so abgeidndert, daB sie im ersten Teilbefehl
des ersten Befehls (= Startbefehl) die Verschiebeoperation R
haben. Die dadurch entstehende Untermenge von T sei T}. Fiir T}
gile:

1) T} enthdlt ein Teilreprisentantensystem R'o'

2) Fur TM1, TM2 ¢ T, und TM1 Hquivalent zu TM2 gllt:
Zur Uvberfithrung von TM1 in TM2 wird die Operation 1
nicht bendtigt auBer in dem trivialen Fall, dafB in

TM1 und TM2 der Startbefehl bereits Haltebefehl ist.

Bewels zu 1) klar

zu 2): Operation 3 und 4 lassen den Startbefehl unverindert.
Wird Operation 1 bendtigt, so ist durch Umstellung
der Operationen sicherlich zu erreichen, dag sie nur
einmal bendtigt wird. Dann hdtten aber TM{ und TM2
im Startbefehl unterschiedliche Verschiebeoperationen,
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es sel denn, Operation 2 sei auf den Startbefehl ange-

wandt worden, well dieser bereits Haltebefehl ist.

Def. 4: Zu den nach Def. 1 zulidssigen Tellbefehlen wird ein

welterer Teilbefehl eingefiihrt, der von folgender Form ist:
iz Z € §0,13

Dieser Teilbefehl kann auf zwel Arten interpretiert werden:

1) Er wird beim Ablauf der Turingmaschine nicht benutzt.

2) Soll beim Ablauf der Turingmaschine dieser Tellbefehl
durchgefiihrt werden, so wird er als Haltebefehl ohne

Schreibvorgang und Verschiebeoperation interpretiert,

lemma 4: Die Untermenge Té von T} werde folgendermaflien gewon-
nen: Bel allen Turingmaschinen aus T] wird jeder Tellbefehl,
der beim Ablauf nicht benutzt wird, durch einen Teilbefehl
der Form 1Zx ersetzt und Befehle, bei denen belde Teilbefehle
beim Ablauf nicht benutzt werden, werden bel entsprechender
Umnumerierung der librigen Befehle ganz eliminiert. Diese Teil-
befehle kdnnen effektiv gefunden werden, da fiUr alle Turing-
maschinen aus T] das Halteproblem 18sbar ist (vgl. hierzu Be-

merkung zu Operation 4). Fiir Té gllt dann:
1) T, enthdlt ein Teilreprisentantensystem R“o'

2) Seit TM1, TM2 ¢ T, und TM1 &quivalent zu TM2, so wer-
den fir die Uberfihrung von TM1 in TM2 die Operatio-

nen 1 und 4 nicht bendtigt.
Bewels zu 1) klar

zu 2): DaB die Operation 4 nicht bendtigt wird, ist klar.
In dem Fall, da8 der Startbefehl Haltebefehl ist,
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werden alle anderen Teilbefehle von der Form iZx
sein, d.h. Operation 1 und 2 sind fiir diese Turing-

maschine identisch.

Bemerkung: Alle Turingmaschinen aus Té, die halten, haben genau
einen expliziten Haltebefehl (d.h. nicht einen Teilbefehl der
Form 1Z», der als Haltebefehl interpretiert werden kann), da
Teilbefehle, die nicht benutzt werden, alle von der Form 1Z¥
sind. Alle Turingmaschinen aus T,, die nicht halten, haben kei-

nen expliziten Haltebefehl.

lemma 5: Die Untermenge TB von 7; entstehe dadurch, dag bei al-
len Turingmaschinen aus 7,, dle einen Haltebefehl haben, die-
ser die Verschiebeoperation R bekommt. AuSerdem werde auf alle
Turingmaschinen aus Té die Operation 3 mit folgendem & ange-
wandt: Sel 14,15,... die Folge der Befehlsnummern, so wie sie
beim Ablauf der Turingmaschine hintereinander aufgerufen wer-
den, so gibt es eine eindeutig bestimmte Permutation G auf

1,...,n (wenn n die Anzahl der Befehle ist), die die 1 fest-

148t und fir die gilt:

Fiir alle 1>1 und 6(1,)=1 gibt es ein j, 1£j<k mit G(iJ)=1-1,
d.h. 1#8t man in der permutierten Folge von jeder Befehlsnum-
mer, die mehrmals auftaucht, nur jeweils das erste Exemplar
stehen, bekommt man die Zahlen 1 bis n in natiirlicher Reihen-
folge. (Bemerkung: Ist die hdchste Befehlsnummer in der Folge
n, so handelt es sich um eine Turingmaschine mit n Befehlen,

und jede Zahl, die kleiner als n ist, kommt ebenfalls in der

Folge vor.)

Behauptung: TB ist das gesuchte TeilreprésentantensystemfRn .
o
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Bewels: Selen TM1,TM2 e T, und TM1 Hquivalent zu TMZ.

3
ede Tu~
Operation 2 darf sicher nicht angewandt werden, da Jed

d die-
ringmaschine von 7%, héchstens einen Haltebefehl hat, un i

ser hat die Verschiebeoperation R. Da nur noch operation 3 in
Frage kommt, mu3 es ein & geben, das TM1 in TM2 iperfiihrt. Ist
G aber von der Identitdt verschieden, wird es dle Folge der
Befehlsnummern so #ndern, daB die {brigbleibenden n Zahlen 1
bls n néch Streichung der Wiederholung nicht mehr in natlrli-

cher Reihenfolge sind.

Beispilel: n=7, Folge: 1,2,5,3,5,4,2,755,6.3se¢¢
so 1st 6= (1)(5,3,4)(6,7) und G auf die Folge angewandt,

liefert: 1,2,3,4,3,5,2,6,5,7535¢0

Lemma 6: S(n,m)=U(n,m)=g fiir m<n
also R = @1(S(n,m)u U(n,m))
> n=

2n:m:n

Bewels: klar wegen Lemma 4.

Konstruktionsverfahren

Zundchst kann man aus den Lemmata 3, 4 und 5 ein hinrei-
chendes Kriterium dafiir angeben, wann eine Turingmaschine aus

Rho ist. Dies ist der Fall, wenn gilt:
1. Der Startbefehl hat die Verschiebeoperation R.

2, Alle beim Ablauf nicht benutzten Teilbefehle haben die

Form 1Zx.

3. Wenn bel einem Befehl beide Tellbefehlesvon der Form 1Zx

sind, so auch beil allen folgenden.

4. Der Haltebefehl (es gibt hdchstens einen expllziten)
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hat dle Verschiebeoperation R.

5. Streicht man in der Folge der Befehlsnummern, wie sie
beim Ablauf auftreten, alle Wiederholungen, so sind die

Ubrigbleibendén Zahlen in natirlicher Reihenfolge.

Die Mengen S(n,m) und U(n,m) werden nun sukzessive von S(1,1)
beginnend aufgebaut, wobel jewells bei den haltenden Turingma-
schinen, also bel denen aus S(n,m), der Haltebefehl nacheinan-
der durch alle mdglichen Nicht-Haltebefehle ersetzt werden, die
die obigen 5 Bedingungen nicht verletzen. Dazu denke man sich
bei jeder Turingmaschine den Befehlsspeicher auf n Befehle ver-
ldngert, und alle nicht benutzten Plitze flir Teilbefehle sollen
mit Teilbefehlen der Form 1Z% besetzt werden. Im folgenden wer-
den beil der Beschreibung von Turingmaschinen die Befehle nur bis
zum letzten relevanten Befehl aufgefilhrt, d.h. bis zum letzten
der Befehle, die mindestens einen Teilbefehl besitzen, der nicht

von der Form 1Z+* 1st.

Wegen Bedingung 1 bestehen S(1,1) und U(1,1) aus Je zwel
{(10030) (101RO

1x |\

100R1 (101R1

11% ’ 11 %

Lemma 6a:  Seien nun die Mengen S(1,J), 1<n, J<m (1,3)#(n,m)

Turingmaschinen:

5(1,1)

u(1,1)

bereits bestimmt, so wird S(n,m) mit Hilfe folgender Mengen

bestimmt:

N

S(n,m-1) falls 2n = m

S(n,m-1) v S(n-1,m=-1) falls n<m<2n

]

S(n-1,m-1) falls n = m

]
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Zu jeder Turingmaschine TM aus Sn,m gibt es eine weltere Turing.
maschine aus Sn,m’ die sich nur im Haltebefehl von TM unter-
scheidet, und zwar wird einmal eine "1" und einmal eine "0" ge.
sehrieben. Von jedem solchen Paar darf bel der Variation des jal-
tebefehls jeweils nur eine Turingmaschine genommen werden., Es
wird also genau die H4lfte aller Turingmgschinen aus Sn,m dazy
pendtigt, um S(n,m) aufzubauen. Es milssen zwel Fille unterschie-

den werdens:

1) TMeS(n,m-1)
Durch Variation des Haltebefehls entstehen 4.n neue
Turingmaschinen, und zwar werden nacheinander rir

den Haltebefehl folgende Tellbefehle elngesetzt:

. 0L1
«+0R1
. 1L
..1R1

. +ZRO ..0L2

LR ST

.+1Rn

Von den 5 Bedingungen her gibt eé keinerlei Einschriénkung.
Bei den Nummern der aufzurufenden Befehle darf keine Zahl
grofer als n auftauchen, da nur Turingmaschinen aus S(n,m)
gesucht werden. Bel diesen 4.n Turingmaschinen wird der Ab-
lauf so lange verfolgt, bils i1hr Nichthalten festgestellt
wird oder bis ein Tellbefehl der Form 1Zx durchgeriihrt wer-

den soll (explizite Haltebefehle enthalten diese 4.n Turing-
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maschinen nicht mehr). Dieser wird dann zum Haltebefehl ge-
macht, wobel zwei Turingmaschinen entstehen (R wegen Bedin-
gung 4):

. «ORO

Co% <:::::::
..1RO

TMeS(n-1,m-1)

Bei dleser Turingmaschine entstehen durch Variation des Hal-

tebefehls 4 Turingmaschinen:

..0Ln

..ORn
.+ZRO

..1Ln

..1Rn

Die Nummer des aufzurufenden Befehls muB8 n sein, da TM nur
n-1 echte Befehle hatte und Turingmaschinen mit n Befehlen
gesucht sind. Diese 4 Turingmaschinen machen beim Ablauf
nur einen Schritt mehr, da sle nach Variation des Haltebe-
fehls von TM sofort auf einen Teilbefehl der Form 12 % lau-
fen, der analog zum Fall 1) abgedndert wird. Alle 4 Turing-

maschinen halten.

Die Menge U(n,m) besteht aus den Turingmaschinen, die

nach Variation des Haltebefehls von S{n,m) nicht halten. Beil der
Ermittlung von S(n,m) fH#llt also U(n,m-1) mit an. In Abbildung 1
ist fir ein Beispiel das Konstruktionsverfahren erldutert. In
Abbildung 2 ist schematisch noch einmal die Gesamtkonstruktion

wiledergegeben.

Bei diesem Konstruktionsverfahren werden die 5 Bedlngun-

gen nicht verletzt. Da sonst bei der Variation der Teilbefehle

(Jeder Teilbefehl wird im Laufe des Verfahrens genau einmal
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101R2
Beispiel filir ein Pro- 11RO
gramm aus S(2,3): 20111
21%
101R2 101R2 101R2 101R2
11013 110R3 11113 111R3
20111 20111 20111 20111 € 5(3,4)
21% 21% 21% 21%
300(1)RO  30%* 300(1)RO  30%
3% 310(1)RO  31% 310(1)RO
100R2
1%
Beispiel flir ein Pro- 201R3
gramn aus S(3,3): 21%
301R0
31%
—— r/%/\\\\v
OCR2 100R2 100R2 100R2 100R2 100R2
110(1)RO | 110(1)RO | 11* 11% 11% 11%
201R3 201R3 201R3 201R3 201R3 201R3
21% 21% 210(1)RO | 210(1)RO | 21% 21% €5(3,4)
30011 30111 30012 301L2 30013 30113
2% 3% 3% 3% 310(1)RO | 310(1)RO
NN N N
100R2 100R2 100R2 100R2 100R2 100R2
11 11% 11% 11% 11% 11*
201R3 201R3 201R3 201R3 201R3 201R3
21% 21% 21% 21% 21% 21e € UG,
300R1 301R1 300R2 301R2 300R3 301R3
31x 31% 39* 39% 7% 3%

Abb. 1 Konstruktion der Mengen S(3,4)und U(3,3)

Sn,m = 8(3,3)(} 5(293)
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5(1,1)
s(2,2) u(1,1) 8(1,2)
S(3,3) U(2,2) S(2,3) U(1,2)

k/// L L
S(4,4) U(3,3) S(3,4) U(2,3) S(2,4)
- ]

-
-

| k/// l \\\s l
' S(4,5) U(3,4) S(3,5) U(2,4)
S L ~a
' S(4,6) U(3,5) S(3,6)
P |
T 5(4,7)_ 0(3,6)

- ]
1

: S(4:8)

Abb. 2

durchvariiert) keine Einschrinkung besteht und auBerdem dieselbe
Turingmaschine nicht mehrmals entstehen kann, wird hiermit genau

das Repr#dsentantensystem X, konstruiert.
)

Bemerkung: Fir die Losung des Busy-Beaver-Problems kdnnte man
die Aquivalenzrelation und damit die 5 Bedingungen dahingehend
erweltern, daB8 man im Startbefehl als zu schreibendes Zeichen

nur die 1 zul#8t (siehe [5] ). Das wurde aber bewuBSt vermieden,

um einen {berblick ilber alle Turingmaschinen aus ﬁno zu bekommen.
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IV Hinreichende Kriterien fiir das Nichthalten
von Turingmaschinen

en
Im folgenden werden vier Kriterien aufgestellt, pei der

Erfillltsein das Nichthalten einer Turingmaschine nachgewiesel
ist, Die ersten beiden wurden auch von S. Lin und T. Rado (5]

verwandt.

Def. 5: Der Ablauf einer Turingmaschine erfolgt in Schritten
(ein Schritt entspricht der Durchfilhrung eines Teilbefehls)'
Vor jedem Schritt wird der Zustand der Turingmaschine durch

das Tripel (1J,a3,bj) beschrieben, Dabei sel:

13 die Nummer des Befehls, der im j-ten Schritt durch-
- geriihrt wird.

die Nummer des Arbeitsfeldes fiir den j-ten Schr}tt-

eine Belegungsfunktion der Art, daB bJ(k) die Bele-

gﬁng des Feldes k vor Ausfithrung des j-ten Schrittes

darstellt (bj(k)e £0,1}).

Kriterium 1: Filr zwel natiirliche Zahlen m und n mit n >m und
eine Turingmaschine TM mit den Zusténden {(1J'aj’bj)}3=1,2;--'
werde definiert, wobel o.B.d.A. a, ? a, sein soll:

1, = mn faj |3 e{m,,..,n}}
Tom = max fag | kefl,...,ni}

Gilt nun flir m und n:

1) i, =1,

2) bp(k) = by(k+(apn-a;)) 3 ke §fl,n,e.esTpn}

so hdlt TM nie an.
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Bemerkung: 2) ist identisch mit:

2') bm(k) = bn(l.c+(an—am)) H k 2 lnm

da dle Felder rechts von rom bls zum Zustand (1n,an,bn) noch
nicht als Arbeitsfelder aufgetreten sind und damit alle die Be-

legung O haben.

FUr den Fall a,< ap ld48t sich das Kriterium analog formu-

lieren..

Bewelis: Numeriert man beim Zustand (1n,an,bn) die Felder des
Bandes um, was sicher keinen EinfluB8 auf die Frage nach dem

Nichthalten von TM hat, mit Hilfe folgender Zuordnung:
f(J) = J-(a‘n-am

und #ndert entsprechend das Tripel (i,,a,,bn) ab in (ig,a;,b;)

mit:

1h= 1 =1%; 2% =ap 5 By(d) = bu(d-(ag-am)) = By(d)s § 2 1pp

*
so unterscheiden sich by und b, hdchstens in Feldern, die 1links
von lnm liegen, also in Feldern, die beim Ablauf vom Zustand
(1m,am,bm) zum Zustand (1n,an,bn) nicht als Arbeitsfelder auf-
treten. Man kann also filr die ndchsten n-m Schritte (1;,&;,3;)

mit (1 by,) identifizieren. Nach Ausfihrung der nidchsten n-m

m!aml
Schritte wird dann aber wileder der Zustand (1n,an,bn) erreicht.

Da sich dies beliebig wiederholt, hdlt TM nile an.

Bemerkung: Kriterium 1 erkennt einfache Schleifen (im Gegensatz
zu sich vergréfernden Schleifen bel Kriterium 4), die sich be-
liebig wiederholen. Die Schleifen k&nnen auf dem Band nach
rechts (a,>ay) oder nach Links (apn<ap) wandern oder auch an

derselben Stelle (a, = am) bleiben.
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Kriterium 2: Turingmaschinen, beil denen in keinem Teilbefehl ap

5. Stelle (dort steht die Nummer des als nichsten durchzuflh.
renden Befehls) die Nummer eines Befehls steht, der einen Hal-
tebefehl oder einen Befehl der Form 1Z ¥ als Tellbefehl besitst,

halten trivialerweise nie,

Kriterium 3: Ein mdglicher Zustand der Turingmaschine TM sel
(1,,a,,b,), wobei eventuell von b, nur b,(a,) bekannt ist.
(Dies muB bekannt sein, um entscheiden zu kinnen, welcher
Tellbefehl vom Befehl ir als nédchster Schritt durchgefihrt
wird.) Man kann sich nun liberlegen, welche Mdglichkeiten flr

den Zustand (1,.q,2p.1sbp.q) in Frage kommen. Der Befehl ip_4
muf einen Teilbefehl der Form

112425V 1 (%)

besitzen. Flir dilesen Teilbefehl und den Zustand

(1r-1’ar-1’br-1) muB gelten, wenn V=R ist:

a) a, 4 =a,-1 wegen V=R

b) 25 = b.(a,_;), da Zy nach Durchfithrung des (r-1)-ten
Schrittes die Belegung von a1 ist.

c) br-1(ar-1) = Z,, damit auch der Tellbefehl (%) von

1 durchgefiihrt wird.

r-1
d) br(k) = br_1(k) fur k + a,_q» da sich die Belegungen

der Felder k + a, , im (r-1)-ten Schritt nicht dndern.

Ist V = L, muB nur a) in a’) geindert werden:

’
a’) a = a +1

r-1
Wére TM eine haltende Turingmaschine, mil3te sie einmal einen

Zustand (1,,8,,b,,) erreichen, fir den gilt:
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Ist br(ar) = 2, 8o 1st der Teilbefehl 1,2... ein Haltebefehl

oder ein Befehl der Form irZ¥.

Man stellt nun zundchst alle mdglichen Zustinde auf, die im
ndchsten Schritt zum Halt fithren. Dle Gesamtheit dieser Zu-
stédnde heife Zustinde der 1. Stufe. Hat man nun die Zustinde
der n-ten Stufe, so kann man nach obigem Verfahren zu jedem
dieser Zustinde alle mdglichen vorhergehenden Zustinde ermit-
teln. Die Gesamthelt der Zustidnde, die sich dabei ergeben,
seien die Zusténde der (n+1)-ten Stufe. Es kann nun eintreten,
daB es zu einem Zustand keinen mdglichen vorhergehenden Zu-
stand gibt. Der Zustand (1J,aJ,bJ) hat zum Beispiel keinen
vorhergehenden Zustand, wenn flir alle Befehle der Form

2,2,R1, gilt Z, *-bj(aj-1) bzw. fiir alle Befehle der Form

1y 2Ry

LiJ gilt Z, ¢ b +1). Tritt es nun ein, daB es kei-

iJ_1Z1Z2 J(aJ
nen Zustand der n-ten Stufe gibt, wobei auf keiner friiheren
Stufe ein Zustand existierte, der als Befehl den Befehl 1 hat-
te und bei dem alle Felder mit O belegt waren (dies wilrde ei-
nem normalen Start von TM entsprechen, der dann bel (1r’ar’br)
zu einem Halt filhrte), hédlt TM nie an, da auf keinem Weg ein
Haltebefehl oder ein Befehl der Form iZ ¥ erreicht werden kann.
In Abbildung 3 ist dle Wirkungswelse dieses Kriteriums demon-

striert.
Kriterium 4: Dile Turingmaschine TM nehme beim Ablauf folgende
4 Zustinde an:

(ik'ak"bk)’ (il’al’bl)" (1m:am:bm): (1p:ap:bp)
wobel k<1<m<p sein soll.

Zunichst soll mit Worten eine Ubersicht iiber das Kriterium ge-

geben werden. Die 4 Zustidnde stellen eine Art Wendepunkte der
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Belspiel fir Kriterium 3

Abb. 3:
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Bewegungen des Lese- und Schreibkopfes auf dem Band dar. O.B.d.A.
éoll der erste Zustand ein linker Wendepunkt sein, d.h. die auf
diesen Zustand folgenden Zustinde haben Arbeitsfelder rechts von
8. Der dritte Zustand stellt dann wleder einen linken Wende-
punkt dar, wobei a, < a, oder a = a, sein kann. Die Zustidnde

2 und 4 sind rechte Wendepunkte. Die Belegung b, ist in gewisser
Hinsicht eine Wiederholung der Belegung bk' Schiebt man nédmlich
bel der Belegung bk ein Stlick Band mit elner bestimmten Belegung
ein und numeriert die Felder um, so kann man bk mit bm identifi-
zieren mit Ausnahme solcher Felder, die beim weiteren Ablauf
nicht mehr als Arbeitsfelder auftreten. Die Belegung von bk und
damit auch die von bm ist folgendermafBen aufgebaut: von links
nach rechts, also von a, (linker Wendepunkt) bis &y (rechter
Wendepunkt) kommt zunichst ein Anfangsstilck, dann eine Anzahl
von gleichlangen Stiicken (im weiteren Symmetrie-Elemente genannt),
deren Belegungen identisch sind, und ein Endstlick. Die Belegung
b, hat neben dem gleichen Anfangs- und Endstiick genau ein Symme-
trieelement mehr. Da auBerdem 1k=im sein soll, handelt es sich
also hier um Schleifen, die sich im Gegensatz zu Kriterium {1 ver-
gréBern (um jeweils ein Symmetrieelement). Das bisher Gesagte

gllt analog fiir die beiden rechten Wendepunkte, soll aber hier

j und auch in der nachfolgenden exakten Formulierung des Krite-

riums nicht mit aufgefiihrt werden.

- Es werden nun Kriterien aufgestellt, bei deren Erfiilltsein fol-

gendes nachgewiesen ist:

Hat TM einen Zustand (ir’ar’br) erreicht, wobel b, neben dem An-
fangsstick und Endstiick von by, (sowie von by) n Symmetrieelemen-
te besitzt, so nimmt TM beim weiteren Ablauf einen Zustand

(is,as,bs) ein, bel dem bg neben demselben Anfangs-~ und Endstiick
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genau n+1 Symmetrieelemente pesitzt. Belde Zustinde stellen wie”
der linke Wendepunkte dar und es gilt ir=1s=1k=im. AuBerdem is?

der Abstand von a, Zu ag derselbe wie von a; zu ap.

k’bk) die Belegung links
Ist

peim Zustand (1i,.,8

Ist ak<am, so ist
teren Ablauf ohne Bedeutung.

von &, peliebig und fir den wel

bis zum Errelchen des Zu-

womit all€

darf kein Feld links von ap

a 2> 8m,
) als Arbeitsfeld aufgetreten sein,

standes (1k,ak,bk

Felder links von a, die Belegung O haben. Damit sind b, und bg

dem Einschub eines Symmetrieelementes bel by und entspre-

nach
die noch im weiteren Ablauf

chender Umnumerierung aller Felder,

als Arbeitsfelder benutzt werden, identisch.

per Beweis, daB zum Zustand (1r’ar'br) mit n Symmetrieelementen

s,as,bs) mit n+1 Symmetrieelementen existiert,

Man weist nach, daB die Anzahl der

der Zustand (1

wird folgendermafien gefihrt:

Symmetrieelemente, einmal ausgehend von einem iinken und einmal

von einem rechten Wendepunkt, insofern nur einen unwesentlichen

Einflug auf den weiteren Ablauf hat, als durch den Einschub eli-~

nes zusdtzlichen Symmetrieelementes bel einem linken Wendepunkt

anschliefend beim nachfolgenden rechten Wendepunkt ebenfalls ein

zusitzliches Symmetrieelement auftaucht und umgekehrt. Ist alles

bisher Geschilderte fir die Turingmaschine TM erfiillt, hdlt TM

nicht an.

Filr die Zustidnd
anae (1k’ak’bk)’ (11'a1’b1)'(1m’am’bm)’ <ip’ap'bp)
muB folgendes gelten (nur fir linke Wendepunkte formuliert):
1) ik =1y

2) o.B.d.A. a <a,
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3) 1Ist ay >a;, so gilt: min faJ | 3=1,40.,k } = a,

min fad [3=1,e00,m} = ap

4) Ist n=a m-(al-ak), so 1dB8t sich dle Belegung b, folgen-

p-a
dermagen aufspalten:

r Symmetrieelemente mit Je n Feldern

- ak - -—— r ———————— \ - a -
BN () N I C—— T T.°-_7 ) |
Anfangsstiick n Felder SE Endstick
A E

Symmetrieelement
SE

Die Belegung der r Symmetrieelemente ist identisch

Fir die Belegung bm gllt:

i
r+1 Symmetrieelemente
;J

_ am ______ /- ___:\____._ = _ap _ i
N | Lo ___.1 1---_" - ‘
\h'\/ . v J A 7\ - 4 {
A SE SE E |

5) Sei n, das Anfangs- und n, das Endfeld irgendeines Symme-
1 2
trieelementes der Belegung Dy Es gibt zwei Zusténde
(ir,ar,br) und (is,as,bs), die in dieser Reihenfolge im

weiteren Ablauf auf (ik,ak,bk) folgen, fur die gilt:

1) 1, = 4

11) a, = n; ;ag = nytl

1i11) PFir k € J<r gilt: ay<a,

Fir r € j<s gllt: a, = a.J<a

s
Sind die Punkte 1) bis 5) erfiillt, so spielt die Anzahl der Sym-
metrieelemente bei bk keine Rolle mehr, da fir die Symmetrie-

elemente ab dem Feld n, gilt:

- Jedes Symmetrieelement wird vom Lese- und Schreibkopf nur einmal

% (von links) erreicht und zwar mit Durchfilhrung desselben Befehls,
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so daB sie beil Erreichen des Zustandes (1l,al,bl) alle dieSGIbe

Belegung haben.

Verldft der Lese- und Schreibkopf ein Symmetrieelement nach Ep.

reichen desselben noch einmal nach links, so kann eventuell gagq

Ersetzen des Punktes 5) durch 5°) zum Ziele riihren.

5°) n; sei das Anfangs- und n, das Endfeld des ersten, A yy._

mittelbar benachbarten, Symmetrieelementes der Belegung

b.. Es gibt 6 Zustdnde (1, ,a, ,bs ) r=l,...,6, die TM
k Jp?T3p? p

wihrend des Ablaufs einnimmt, und filr diese gilt:

1) k<Jy <Ip<I3<Iy<ig<Ip<l

T 11) 3‘31 = n, ;8 cag<ny

8, 7 -1 m<ag<n,
a‘13 =n,  ;a,gai<n,
ay, = ng*l  my<ag<n

aJ5 = n2 ; n2<a.s

1]
[

111) 1, =1
I3

iv) bJ1(n1+s) = bds(n1+s)

bjg(n1+s) = bjz(n1+s)

o
o
=
—~
o
iy
+
1]
~
i

= bJS(n1+s)

bJ1 (ak+s) = bdj(ak+s)

rir ks<s <Jy
fir §,<8<Jp
rlir J,<s <J3
fir Jjgs <Jy

fur Jy<s <J5

rir ,jsss <J6

(trivial) p rir s
(trivial)

fiir s

O,...,ne-n1

O,...,n1-ak—1
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V Ergebnisse iiber haltende Turingmaschinen

mit bis zu 5 Befehlen

Alle Aussagen und Statistiken dieses Kapitels beziehen
sich auf das Reprédsentantensystem R. Um die Hauptergebnisse for-

mulieren zu ktnnen, miissen einige Funktionen definiert werden:

Def. 6: Die Funktionen 6,p,f3:S(n,m)=~N fir alle n,me N

n<m<2n und k,s,f,b:NQ-——m werden definlert durch:

& (TM) Anzahl der Teilbefehle, die bis zum Haltebefehl

elnschlieBlich durchgefiihrt werden (Laufzeit);

»(TM) = Anzahl der verschiledenen Felder, die beim Ablauf
als Arbeitsfelder auftreten (Feldweite von TM);

f(TM) = Anzahl der Einsen, die nach dem Halt auf dem
Band stehen;
k(n,m) = |S(n,m)| = Anzahl der Turingmaschinen in S{n,m)

s(n,m) = max { & (TM)[ TMe S(n,m)}
f(n,m) = max § p(TM)| TMeS(n,m)}
b(n,m) = max £ B3(TM)| TMeS(n,m)} (Busy-Beaver-Spiel)

1

Def. 7: Um einen noch genaueren Uberblick iber das Reprisentan-
tensystem R zu bekommen, sollen die Mengen S(n,m) noch in dis-

Junkte Tellmengen zerlegt werden:
S(n,rrln) = SOR(n,m) V] S1R(n,m) V] SOB(n,m) v S.IB(n,m)
Die einzelnen Teilmengen werden definiert durch:
™ eSOR(n,m) &3 1. TMeS(n,m)

2. Der Startbefehl lautet: 100R2

3. Alle beim Ablauf bendtigten Arbeitsfel-

der haben eine Nummer 2 0, d.h., nur die
"rechte Seite" des Bandes wird benutzt.
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TMeS1R(n,m) &= 1. und 3. wie bei SOR(n,m)

2. Der Startbefehl lautet: 101R2
TNleSOB(n,m) &=1. und 2. wie bei SOR(n,m)

3. "Beide Seiten" des Bandes werden benutzt.
™ eS1B(n,m) & 1. und 3. wie bei SOB(n,m)

2. wie bei S1R(n,m)

Bemerkung: Der erste Index bei den Teilmengen gibt an, ob im
Startbefehl O oder 1 geschrieben wird, der zweite, ob die Tu-
ringmaschine nur die rechte Seite (R) oder beide Seiten (B) des

Bandes benutzt.

Def. 8: Entsprechend den Teilmengen von S(n,m) sollen auch die
Funktionen der Def. 6 indiziert werden. Dabei bedeuten die in-
dizierten Funktionen die Einschridnkung der Ausgangsfunktionen

auf die Teilmenge mit dem gleichen Index.

Tabelle 1 gibt alle Funktionswerte der in den Definitlonen 6 und
8 definierten Funktionen bis (n,m) = (4,8) wieder. Da Ry voll-
stdndig bestimmt wurde, sind alle Werte, die Turingmaschinen
mit bis zu 4 Befehlen betreffen, als bewlesen anzusehen. Uper
die Bedeutung von Tabelle 2, die hier nur aus Griinden der Voll-
stindigkeit mit aufgefiihrt ist, gibt Kapitel VI Auskunft.

Es folgen nun Statistiken iber Laufzeit (G ), Zahl der Einsen
(B) und Feldweite ( ). In den Tabellen stehen jewells die An-
zahlen der Turingmaschinen in den einzelnen Teilmengen mit
.gleicher Laufzeit bzw. glelcher Anzahl der Einsen bzw. glel-

cher Feldwelte.
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In Tabelle 3 sind alle Turingmaschinen aus ﬂq zusammengefaft, die
nur die rechte Seite des Bandes benutzen. Die Belegung des Bandes
nach dem Halt wird als Dualzahl aufgefaBt: Feld O entspricht 20,
Feld 1 entspricht 21 usw. Es gibt also zum Belspiel 81 verschiledene
Turingmaschinen aus Ru, die nur die rechte Seite des Bandes benut-
zen und die in obigem Sinne die Zahl 63 auf dem Band hinterlassen,

d.h. eine Belegung folgender Art:

Feld 01 2 3 4 5 6 ...
Belegung Tt 1T 1111 0 ...
entsprechend 2042142%423,8%,05 » = 63
o] 1 2 ) 4 5 6 7 & 9
01 11755[11018]|12431 {13088 [10687 10315 {12014 [13268 | 4667 | 3554
1] 4565| 4620| 5290 | 4617 | 5743 | 6657 | 822| 452 596 | 454
2 696| 513| 662 686] 916 598 817| 661 856 | 6b2
3 931 | 1081 69 13 42 28 50 26 45 46
4 76 36 67 38 57 32 50 49 96 34
5 70 38 73 52 17 68| 107 40 65 47
6 83 49 66 81 9 2 2 2 5 2
7 4 1 9 3 4 4 4| - 4 4
8 71 - 4 3 4 2 5 3 1 1
9 5 3 20 - 5 8 11 4 3 -
10 4 2 9 2 12 1 10 3 2 >
11 8 3 10 2 6 4 3 2 14 2
12 13 1 13 T 2] 2 14 3 2 -

Auflerdem tauchen folgende Zahlen auf:

135 170 216 246 488
129 171 224 252 949
144 1862 228 426 1290
151 192(2x) 236 437 1354
152 201 244 456
Tabelle 3
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Im weiteren wird noch eine Kollektion von "maximalen" Turing-
maschinen zusammengestellt. Zundchst werden aus S1B(3,6) alle Tu-
ringmaschinen aufgefilhrt, die eine Laufzeit grofer als 17 oder
eine Feldwelte gleich 7 besitzen oder 6 Einsen auf dem Bandrhin—
terlassen. Anschliefend werden aus S1O(4,8) alle Turingmaschinen
aufgefilhrt mit einer Laufzeit grdBer als 73 oder eine Feldwelte
gréBer als 12 oder die mehr als 10 Einsen auf dem Band hinterlas-
sen. Bei den Turilngmaschinen aus 810(5,10), die dann folgen, han-
delt es sich um solche, die eine Laufzeit groSer als 900 besitzen
und mehr als 34 Elnsen hinterlassen und die in "intuitiven Stich-
proben" von einigen Millionen Turingmaschinen vorkamen. Dle letzte
Turingmaschine, die 40 Einsen erzeugt, Ubertrifft nicht nur die
bisherige beste Abschitzung fir n=5 ( Z(5) = 17; siehe Kapitel I)
um mehr als das doppelte, sondern sogar noch die Abschdtzung rir
n=6 ( X(6) 2 35; siehe Einleitung).

Einige Erkldrungen zu den folgenden Aufstellungen: Unter dem
Funktionswert von y befinden sich in Klammern die Nummern derje-
nigen Felder einschlieB8lich, iwischen denen alle Arbeitsfelder
beim Ablauf gelegen haben. Also (-6/4) heiBt: Als Arbeitsfelder
wurden die Felder -6 bis U4 einschlieBlich benutzt. dq ist die-
jenige Zanhl (dezimal), die entsteht, wenn man die Belegung der
linken Selte des Bandes (ab Feld -1) als Dualzahl auffaBt. Das-
selbe gilt analog fir d2 und die rechte Seite des Bandes. Die Zahl
in Klammern gilt fiir diejenige Turingmaschine, dle aus der ange-
gebenen dadurch entsteht, daB sie im Haltebefehl eine 0 schreibt;
damit 148t sich auch ablesen, bei welchem Arbeitsfeld die Turing-
maschine anhdlt. Steht zum Beispiel unter d1/d2: 22(6)/13, sieht

die Belegung folgendermafen aus:



Feld
Belegung

entsprechend

Da fitr dy in

maschine mit

~ 4y -

d
vee =6 =5 =4 3 2 -
esse O 1 0 1 1 0
voe 24 + 224 21

20 4 22+23

Klammern 6(=22-16) angegeben ist, hilt die Turing-

dem Arbeitsfeld -5 an.

Befehl

G
1 2 3 4

101R2 201R3 30111 11
111L3 211R0 31012
101R2 201L3 301R1 12
111R1  211R0  311L2
101R2 201L3 301R1 13
140R3 211RO 31012
101R2 201L3 301R1 13
111R3 211R0 31012
101R2 200R3 301L3 14
111R0  211R2 31111
101R2 201L1 301L2 13
11113 211R2 311R0
101R2 200R3 301L3 19
110R1 211RO  310I1
101R2 200R3 301L3 19
111R1  211RO 31011
101R2 200L3 301L3 20
111R0  210R3 311L1
101R2 200R3 301L3 20
11114 211R0  310L1
101R2 20112 301L3 21
111R0  210R3 31111

(-3/2)

(-2/3)

(-2/4)

(-2/%)

(=1/4)

(-3/2)

(-1/3)

(-1/3)

(-2/2)

(-2/3)

(-1/2)

\n

w

d1/4z

7(5)/17
3/15(13)
2/21(17)
3/23(19)
1/31(29)
7/7(6)
1/14(10)
1/15(11)

3(2)/7

3(2)/13

1/15(14)



1

104R2
110LY

101R2
104R2
110L3

101R2
110L3

101R2
140L1

101R2
140R3

101R?2
111L2

101R2
111L4

101R2
1410R1

101R2
140L1

101R2
110R3

101R2
110RY

101R2
11111

101R2
110R4

101R2
111R0O

101R2
111Lu

Befehl
2 3
200R3 301RY
210R2 311R1
200R3 301R4
211R2 311RO
201L1 300L2
211R4  311R?2
201R3  301L1
210R1 310LH
201R3 301LY4
211R0 310R1
201L3 301R1
211R0O  311L4
201L3 301R1
211R4 311L1
201R3 301L1
211R0 310R1
201L3 300L4
210R4  310L2
201R3 301L2
211L2 311R4
201L3 301RO
211R1  310L4
200R3 301L3
210R1 310L1
200R3 301L3
210R4 310L1
201L3 301R1
210L1  311L2
201L3 301L1
210R4  311L2
200L3 301L3
210R3 311L1

i

401L3
411R0O

401L1
410L4

401R1
411RO

401L3
411R0

401L2
411L4

401R1
411L2

401RO
410R3

401R3
410LY

4O1R1
411R0

401RO

410R1

401R1
411L1

40OO0R?2
411R0O

401R0
410R3

401RO
410R3

%00L3
411RY

401RO
410L1
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G

31
40
40
42
43
46
53
59
61
63
7Y
75
78
78
83

8L

¥

13
(-2/10)

13
(~-6/6)

1i
(~6/4)

13
(-10/2)

11

(-4/6)

11
(-3/7)
12
(-3/8)
12
(-6/5)
16
(-5/10)
12
(~3/8)
9
(-3/5)
13
(-2/10)
10
(-5/4)

13
(~5/7)

9
(-6/2)

13
(-9/3)

10

11

11

11

12

12

12

11

2/1358(1294%)
55(51)/121
63(62)/31

690(674)/6
15/127(123)

7/255(253)

7/511(255)
55(53)/63

26/1365(1349)

7/511(255)

7/47(15)

3/1987(1923)
23(19)/31

31/254(252)
63(31)/3

446(190)/15



101R2
110R3

101R2
111L2

101R2
111L4

101R2

________.....——...——-—__—_——_—-—-—_-—.—_—
e ——————

pefehl

2 3
,01L1 301RO
211R1 311RH
200L3 301RO
,10RM 311L1
,01L3 301R1
210R2 311L1
201L1 301R0
210L3 311L4

Befehl

2 3
201R3 301L1
210R5 311R0
201R3 301L4
210RS 311R3
201R3 301L1
210R2 310R1
201R3 301RY
210R5 310Ru
201R3 301LHu
210R1 311RO
201R3 301L4
210R5 310RH
201R3 301Lu
210R1  311RO
201R3 301RH4
211L5 310R1
201R3 301RM
211R5 310RH4
201R3 301LY4
211R5 310RH4

n

4O1LY
410L2

401R1
410L1

301R0O
410L3

401RY
410R1

401L3
410LY

401L1
uL10L4

400L3
410L5

401L1
411RY4

4Q0LS
411LY

401L1
411R4

400LS
410R5

401L2
411RO

401L1
411RL

401L1
411R4

96

96

97
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¥

1n
(-2/11)

10
(-5/4)

12
(-u/7)

14
(-10/3)

919

978

992

532

530

540

N

739

ugL

492

3/30721(1023)

B d,/d,
13
6 22(6)/13
9 14(6) /187

13 767(255)/15

54
(-1u2/11)

23

(~5/17)

45
(-31/13)

36
(-4/31)

u7
(=35/11)

36
(=u/31)

47
(-35/11)
50
(=-36/13)
36

(-4/31)

36
(-4/31)

- - o - A o O e

34

17

23

35

35

35

35

385

36

36



101R2
111k1

101R2
111k

101R2
111R0

101R2
111RS

101R2
111L1

101R2
110R5

101R2
111R1

201R3
210L5

201R3
210L5

201R3
210L3

201R3
211R2

201R3
210R3

201R3
211RO

201R3
210R2

Befehl
3

301R4
310R1

301R4
310R1

301L4
311R1

301L4
310R1

301L4
311L1

301R4
310L3

301Ly
311L3

n

401L2
411R0

4OORS
411R0O

4O1R5
410LY4

40112
411L4

4O1LY
411L5

40O0LS
410R1

401L5
410L3
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501L1
511L2

501L1
511L2

500L2
510R3

501R0O
511R3

501RO
510L1

501L3
511LS

S500R1
511R0O

771

803

714

939

955

974

556

¥
42
(~15/26)

43
(-15/27)
38
(~24/13)
55
(-8/46)
37
(-30/6)
53
(=37/15)

uy
(-15/28)

36

36

37

37

37

37

40
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VI Anmerkungen zur praktischen Durchfiihrung

Flir die praktische Bestimmung von Ru wurden folgende Teil-

mengen von RIL gebildet:

i 4
st- O svy) vt = (L u(v,1)
y=[1/2+1] v=[1/2+1]

In S1 wurden alle Turingmaschinen aus R4 zusammengefalt, die halten
und genau i Teilbefehle wdhrend des Ablaufs benutzeﬁ. U1 besteht
aus allen nicht-haltenden Turingmaschinen aus Rb{, die wdhrend des
Ablaufs genau i Teilbefehle benutzen. Ein Computerprogramm, dem

s1=s(1,1) (vgl. Seite 15) vorgegeben wurde, bestimmte sukzessivy

§2,f12,§3,63,...,§8, wobel anschlliefend nachgewlesen wurde, dag
gllt: 'S\i=s“t und ﬁi=Ui. In den Mengen §t wurden immer dle beiden

Turingmaschinen, die sich nur in dem einzigen expliziten Haltebe-
fehl unterscheiden (der Haltebefehl kann O oder 1 schreiben), zu

i

einem Paar zusammengefagt. Ist § bestimmt, so ergeben sich §1+1

und fli folgendermaBen: Das Computerprogramm liest von jedem Paar
in §i nacheinander jeweils elne Turingmaschine ein, simuliert den
Ablauf der eingelesenen Turingmaschine bis zum Halt und variiert
den Haltebefehl wile 1m Konstruktionsverfahren in Kapitel III an-
gegeben. Die Unterscheidung in Fall 1 und Fall 2 braucht nicht ge-
troffen zu werden, da S{n-1,m-1) und S(n,m-1) beide Teilmengen von
am-1

S sind. Es muB8 nur darauf geachtet werden, daB als nichster

durchzufilhrender Befehl nicht ein solcher genommen wird, der eine
hohere Nummer hat als ein Befehl der Form i?: Ist z.B. g?i vor-
handen, darf die Nummer des als nichsten durchzufihrenden Befehls
h8chstens 3 sein. Die Zwischenbelegung des Bandes und die Stellung
des Lese- und Schreibkopfes beim Erreichen des Haltebefehls wurden
abgespeichert, so daB der weltere Ablauf nach Variation des Halte-

befehls jeder der entstehenden Turingmaschinen simuliert werden
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konnte, Die Entscheldung, ob eine Turingmaschine zur Menge §1+1

oder Gi kam, wurde folgendermaBen getroffen: Uberstieg die Gesamt-
schrittzahl (Schrittzahl bis zum Halt plus Anzahl der Schritte nach
Variation des Haltebefehls) eine von 1 abhdngige vorgegebene Schran-
ke (z.B. 200 bei 1=7), ohne daB ein Berehl der Form iZ* erreicht
wurde, kam diese Turingmaschine zur Menge ﬁi. Wurde ein Befehl der
Form 1Z% erreicht, wurde dieser gedndert in i1iZORO bzw. iZ1RO und

diese beiden Turingmaschinen kamen als Paar zur Menge §1+1.

Bei der Simulation des Ablaufs diente ein einfach dimensio-
niertes Zahlenfeld als Arbeitsband und ein Index marklerte die Stel-
lung des Lese- und Schreibkopfes auf dem Band. Ein Speicherplatz des
Zahlenfeldes entsprach einem Feld des Bandes und konnte mit O oder
1 belegt werden. Das Turingprogramm wurde in zwel zwei-dimensiona-
len Zahlenfeldern abgespeichert. Im ersten wurden die Schrelb- und
Verschiebeoperationen abgespeichert und im zweiten die Nummern der
als nHdchste durchzufilhrenden Befehle. Zu jedem Zahlenfeld gab der
erste Index die Nummer des Befehls an. Der zweite Index konnte die
Werte O oder 1 haben, wobel eine O dem ersten Teilbefehl eines Be-
fehls und eine 1 dem zwelten entsprach. Die Schrelb- und Verschiebe-
operationen eines ‘jeden Teilbefehls wurden zusammen durch eine Zahl
ausgedrlickt: 1 fir OL, 2 fir OR, 3 fUr 1L, 4 fir 1R und O fiir einen
Teilbefehl der Form iZ¥. Im zweiten Zahlenfeld waren dle Nummern der
Berfehle abgespelichert, die von dem Teilbefehl aufgerufen Qurden, der
zu der entsprechenden XKombination von erstem und zweltem Index ge-
nérte. Die Abspeicherung eines Turingprogramms veranschaulicht Ab-
bildung 3a. Beil der Simulation des Ablaufs einer Turingmaschine wird
der erste Index durch das Zahlenfeld B veridndert und der zwelte durch
die Belegung des marklerten Spelcherplatzes des Zahlenfeldes, das .

das Arbeitsband darstellt.
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101R2 Zahlenfeld
111104 A

20113
201R2

301R1
31111

401RO
K013

Abb. Ja

Die Tellmengen 31 bis §8 und 61 bis U7 wurden als Dateien
auf Magnetband abgespelichert. Zu jedem Turlngprogramm aus elner der
Mengen §1 wurden dle Funktionswerte &,y und 8 und die Bandbelegung
peim Halt durch zwel Dualzahlen wie in Kapltel V dargestellt -
mit abgespelchert. Fiir die Aufstellung der Statistiken in Kapitel
Vv lasen Computerprogramme die acht Datelen entsprechend den Teil-
mengen §1 bis §8 ein, entschieden von jeder Turingmaschine, in wel-
che Teilmenge S(n,m) sie gehorte, was lelcht durch die Belegung der
einzelnen Teilbefehle durch explizite Teilbefehle bzw. durch Tell-
pefehle der Form 1Zx zu ermitteln war, und teilten die Turlngma-
schinen nach den abgespelcherten Funktionswerten in die entspre-

chenden Kategorien ein.

Um zu beweisen, daB alle Turingmaschinen aus ﬁi nicht hal-
ten, wurden zu den 4 Nichthaltekriterien 4 Computerprogramme ge-
schrieben. Bel Anwendung eines Computerprogramms, entsprechend der
Anwendung elnes Nichthaltekriteriums, wurden aus der Menge ﬁi die
Turingmaschinen entfernt, die das zugehdrige Nichthaltekrilterium
erfiillten. In Tabelle 4 1st angegeben, wie sich durch Anwendung
der 4 Nichthaltekriterien die Anzahl der Turingmaschinen verringer-
te, von der das Nichthalten noch nicht nachgewiesen ist. Die Turing-

maschinen aus U8 halten trivialerwelse nicht, da sie kelnen Halte-
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pefehl besitzen., Deshalb 1st U8 in der Tabelle nicht mit aufge-
fiinrt. Die Indizierungen OR, 1R, OB, 1B haben dieselbe Bedeutung
wie 1n Definltion 7.

U5 e

nach Anwendung nach Anwendung

von Kriterium von Kriterium
i | Anzahl 1 2 3 4 i | Anzahl 1 2 3 4
;k 5 - - - - 2 4 - - - -
3| oa| - - - | - 3 o7l -} -| -1 -
Zﬂ 189 2 - - - 4 229 - - - -
51 1s09| 1| 7| s - 5| 1890 g -| - -
6 9922 164 62 47 - 6 13797 96 50 33| -
71 60800 | 1278] 1007 466 | 40 7| s4653| sod 372] 181 8
] 72%40 | 1455] 1076 518 40 100600 913} 422 214 8

Uos LE

nach Anwendung nach Anwendung

von Kriterium von Kriterium
i { Anzahl 1 2 3 4 i | Anzahl 1 2 3 4
2 2 - - - - 2 - - - - -
3 14 - - - - 3 14 - - - -
4 121 - - - - 4 248 4 - - -
5 1223 16 8 5 - 5 2940 51 401 27} -
61 10724 3731 179 60 - 6 343901 1033] 391| 186 2
71 88504 | 4783] 336111958 92 7 | 298086 [12044] 9822|5334 | 254

100588 | 5172]3548{2023 92 335678 [1313211025%| 5547 | 256

Tab. %
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eine bestimmte® An=

gung und
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Zu Krite
..._._.-_________I:_i_l_lﬂ]'___'_
1: Zu jeder Turingmaschine wurden
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zahl Schri
tte s
imultert (z.B. 100 bei 07), die Bandbel®
peichert un
§7y, die simul
rehl mit

Nummer q
es zu
letzt durchgefiihrten Befehls abges
iert

nédchsten s
chr
itten (z.B. 50 weitere Schritte bel

wurden, u
nters
ucht, ob der im Augenblick durchgefinrte B€
ob die Band b€

daB Kri-

legung

dem ab
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gespelcherten identisch 1st und wenn Jja
Sowelt mit d ,
e . mm
r abgespeicherten Bandbelegung ﬁbereinsti €,

m des Kriteriums 1 wurden

teri ,
um 1 erfiillt ist. Die Werte 1
bel jedem simuli nm* Tn
.k erten Schritt mitgerihrt und entsprechend veréndert.
&b Kriterium 2:
pro : Die Umsetzung dleses Kriteriums in ein computer-
gramm ist trivial.
Zu_Xriterium 3:
tertums 1 . An Hand der Abb. 3 kann dile Umse tzung dleses Kri—
n
ein Computerprogramm nachvollzogen werden
war ¢ie

Zu _Krit
28 Kriterium 4:
. Hierzu ein Computerprogramm zu entwickeln
bl
jums benuti-

sSchwerste
S Aufgabe, da der in der Formulierung des Kriter
dem Ablauf €1~

te
nel"B;grifr des Wendepunktes sich nicht eindeutig aus
uringma
vors Ee sfmujz:1:e ergibt. Das Computerprogramm ging folgendermagen
6ioh der coas rte den Ablauf einer Turingmaschine SO jange, bis
Linke oder re_h:fd Schrjibkopf zum ersten Mal 8 Felder weit (nach
otwe das Feldc8 s) vom Startfeld (Feld O) wegbewegt hatte. Wurde
488 ate o ehﬁr als das Feld -8 erreicht, wurde angenommel,
dert. aie vergroBernde Schlelfe zumindest auch nach rechts wan-
nomon, beir:ter rechter Wendepunkt wurde dann das Arbeitsfeld ge-
crretons em der Lese- und Schreibkopf, nachdem er das Feld 8
ein orate , zum ersten Mal nach links verschoben wurde. Liegt SO
et dadr rechter Wendepunkt fest, wird ein zweiter rechter Wende
son ersteurch deriniert, da8 der Lese- und Schreibkopf, nachdem ]
n rechten Wendepunkt nach rechts Uberschritten hat -~
s Zum

ersten Mal
wi
eder nach links verschoben wird. Zwil
. Z2wischen diesen bei-
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den wﬁndepunkten ergibt sich dann als linker Wendepunkt das am
weiteﬁten links gelegene Arbeltsfeld zwischen den belden rechten
Wepde PUnkten. Nach diesem Verfahren wurde dann eine Folge von rech-
ten und 1inken (bzw. im Falle, da8 das Feld -8 eher erreicht wurde
215 ghS Feld 8, eine Folge von linken und rechten) Wendepunkten er-
mittelt. Dilese wurden dann daraufhin untersucht, ob der Abstand

von Je zwei aufeinanderfolgenden rechten Wendepunkten konstant war;
dasselbe wurde flir linke Wendepunkte untersucht. War dies nicht

depr p2ll, wurde versucht, durch Streichung Jedes zwelten Paares

von 1inkem und rechtem Wendepunkt diesen Zustand zu erreichen. Es
wurde dann geprift, ob dlese Folge von Wendepunkten mit den dazu
abgespeicherten Informaticnen iber Bandbelegung und Nummer des beim

Wwendepunkt durchgefilhrten Befehls das Kriterium 4 errillte.

Bei insgesamt 396 Turingmaschinen (vgl. Tab. 4) aus 47 unda
36 konnte durch keines der 4 Computerprogramme das Nlchthalten be-
wiesen werden. Von jeder dileser Turingmaschlnen wurden dile ersten
00 gehritte simulliert und zu jedem Schritt Bandbelegung und Nummer
des durchgefithrten Befehls auf dem Zellendrucker ausgegeben. Fir
jede dieser Turingmaschinen konnte dann an Hand der Liste der ersten
200 gchritte das Nichthalten "per Hand" festgestellt werden. Am Bei-
spiel einiger charakteristischer Fédlle soll dieses "per Hand" ver-

deytlicht werden.

Eine groBere Zahl der 396 Turingmaschinen erfiillte das Kri-
terium 1, wurde aber vom zugehdrigen Programm nicht "entdeckt", da
die Laufzeit bis zum Eintreten der Schleife und die Schleifengrifie
derart groB waren, daB sle die Grenzen des Programms sprengten. Als

Beisplel dazu diene folgende Turingmaschine:
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1 2 3 4
101R2 200R3> 301L3 400R1
11011 211R0 311L4 41114
Die Schleife besteht bel dieser Turingm&schine aus 130 Schritten
(s(4) = 1071)

Zustand Bandbelegung Befehl
4
1 eee 0 L4 1
. ‘ . -
120 esea 000000001111 4ue 1
. , . :
260 e 000000001T1T1T10011T11 ... 1
—
Feld 1

Das zwischen Zustand 130 und 260 am weltesten rechts gelegene Ar-
beitsfeld ist Feld 1. Die Punkte bel der Bandbelegeung bedeuten,

daf diese Felder noch nicht als Arbeitsfelder benutzt wurden.

Bei den Turingmaschinen, die keines der vier Kriterien erfiil-
len, konnte das Nichthalten durch Modeifizierung des Kriteriums %
gezelgt werden, Dles mbgen zwel charakteristische Beisplele ver-

anschaulichen,

Im ersten Beisplel vergrofSert sich die Schleife widhrend
zweler aufeinanderfolgender linker Wendepunkte um ein Feld. Trotz-
dem besteht hier ein Symmetrieelement aus zwel Feldern. AuBerdem
nimmt jedes Symmetrieelement beim Ablauf vom rechten zum linken
Wendepunkt vier Zustdnde und Belegungen an (bei Kriterium 4 nur

3 Zustinde). )
1 2 3 4

101R2 200L1 301R4 L4O1R4
111L3 210R4 31111 410R2
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zundchst einige aufeinanderfolgende Wendepunkte:

Zustand Bandbelegung Befehl
Feld O

57 eee 011110 ... 1
. . .
62 eee 1 OO0O00O0 ... 2
: . :
120 e 0111110 ... 3
. v .
126 +ee. 1000000 ... 2
: 4 .
2UT e | ] o1 1|1 1|1 1jo ... 1

SE SE S S SE

Man teile vom Feld O an nach links das gesamte Band, unabhéngig
davon, ob die Felder schon als Arbeltsfelder benutzt wurden, in
Symmetrieelemente von je zwei Feldern ein. Die oben erwihnten 4

Zustidnde eines jeden solchen Symmetrieelementes sind:

1) Anfangszustand mit der Belegung

...loo]...

2) Der Lese- und Schreibkopf erreicht
das Symmetrieelement zum 1. Mal von ...|0 B'... 1
rechts und verld8t es wieder nach o]t 2
rechts:

3) Der Lese- und Schreibkopf erreicht .ee]O :l... 1
das Symmetrieelement zum 2. Mal von ...15 1|... >
rechts und verliBt es wieder nach ! ;l 4
rechts: ..o Olt.. 2

4) Der Lese- und Schreibkopf erreicht TR 1
das Symmetrieelement zum 3. Mal von ...|: 1]... 3

"
rechts und verlift es nach 1links et 1|... 1
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Erreicht der Lese- und Schreibkopf das Symmetrieelement von links,

verlds8t er es nach rechts und der Ausgangszustand wird wieder her-

gestellt:
I: 1]... 2
|o:| b
...]o o]’.. 2

Jedes Symmetrieelement wird immer mit Befehl 1 von links erreicht
und immer mit Befehl 2 von rechts. Da sich daran auch bei Erreichen

des Feldes 1 nichts &ndert, hdlt diese Turingmaschine nicht an.

Das letzte Belsplel gehort zu den komplizierteren F&éllen.
Das Symmetrieelement besteht aus 6 Feldern. Zwischen zwei aufein-
anderfolgenden linken Wendepunkten vergrogert sich die Schleife
um 5, 3 oder 4 Felder. Nach jewells 3 linken Wendepunkten, entspre-
chend einer Schleifenvergridferung von 12 Feldern, sind genau zwei

Symmetrieelemente dazugekommen.

12 3y

101R2 200R3 301L4 40011
110L2 210R% 311R1  411RO

Zunichst einige aufeinanderfolgende linke Wendepunkte:

Zustand Bandbelegung Berehl
R |
40 .. 001010111 ... 1
: . : :
96 ...0017010114101011 ... 1
! : :
. * . .
172 .. 0010101110101 11701 veo 1
: . : :
272 ,..001010111010111010111 ... 1
: , : .
396...00[101011101011101011101011..1
L e —~— — P —

SEl SEl SEl SEl
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Beiy Ablauf vom 1inken zum rechten Wendepunkt wird jedes Symmetrie-
elepent SEl einmal von links erreicht und nach rechts verlassen,

ung Zwar immer mit dem Befehl 3:

. ‘
...i1101011]... 3
+
o101 ... 1
: <
...t 11010]... 2
1100 o|r.. 3

Beim Ablauf vom rechten zum 1inken Wendepunkt wird folgender Ab-

schplitt als Symmetrileelement SEr genommen:

se

...jo011101

Wird SEr mit dem Befehl 1 von rechts her erreicht, wird es eben-

falls mit Befehl 1 nach links verlassen und die Belegung ist dann:
«ss |01 011 1|...

entspricht also wieder der Belegung fir den Zustand am linken Wen-
depunkt. Wird rechts das erste noch nicht als Arbeitsfeld benutzte

Feld erreicht, so miissen drei Fialle unterschieden werden:

1) SE,.

L
...Jlo1110100 ... 3
(W)

..ot 1

(]

.
o1 ... 4
|o

1|0

1
v
...jo1t1 101

o
=
-

2) ..o 1
...Jor1101010 ...

+
11011 ...

QO eee O (o}
— ses = ASY

o1
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v
3) ...J0111010101 ... ' 3

+
01110101100 ... -4
(o]

.
. a
o r

; o
e.JO1T1101010111 ... 1

In allen drei Fdllen wird das erste Symmetrieelement (von rechts)
mit dem Befehl 1 erreicht, wobel das Endstiick eine solche Belegung
aufwelst, daB beim nidchsten Erreichen des rechten Randes wieder ei-

ner der drei Fdlle auftritt. Die Turingmaschine hilt also nicht an.

Alle benutzten Computerprogramme wurden in FORTRAN geschrie-
ben und auf einer DECsystem-10-Anlage gerechnet. Zur Ermittlung al-
ler mit ﬁ4 zusammenhédngenden Ergebnisse wurde insgesamt eine Rechen-

zeit von etwa 8 Stunden bendtigt.

Zur Bestimmung von R5 widren Rechenzeiten notwendig, die nicht
mehr vertretbar wiren. AufSerdem miSten neue Nichthaltekriterien ent-
wickelt werden, da die in dieser Arbeit angegebenen angewandt auf 35
slcher eine nicht mehr zu bew#dltigende Zahl von Turingmaschinen {ib-
riglassen wiirden, bel denen das Nichthalten "per Hand" festgestellt
werden miiBte. Die Anzahl der Turingmaschinen in ?5 ist auBerdem so
groB8 (Schitzungen ergeben sich aus Tabelle 2), daB erhebliche Spei-
cherprobleme auftreten wilrden. Zu Tabelle 2 1st noch folgendes zu
sagen: Die Werte kyp(5,9), kop(5,10), kyg€5,9) und k,(5,10) wurden
deshalb nicht bestimmt, weil ab (5,9) keine Turingmaschinen mehr ab-
SESpeicherﬁ wurden. Turingmaschinen, die das Startfeld beim Ablauf
nach links tiberschritten, wurden als nichthaltend eingestuft. Es
wurde also ein einseitig begrenztes Band vorausgesetzt. Die halten-
den Turingmaschinen mit 8 benutzten Teilbefehlen wurden in einem Com-
puterprogramm durch zweimallges Varileren eines Haltebefehls zu al-

len mdglichen Turingmaschinen mit 9 und 10 benutzten Teilbefehlen
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ausgebaut. Eine Turingmaschine mit 9 benutzten Tellbefehlen wurde
bei einer Gesamtschrittzahl Uber 250 als nichthaltend eingestuft;
bel 10 benutzten Tellbefehlen war die Schranke 500. Man kann also

etwa folgendes aussagen: SOR(5,1O)=237 oder sOR(5,10) >500.
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VII Bewels der Losbarkeit des Halteproblems

bei nur schreibenden Turingmaschinen

Hoperoft und Ullman haben nachgewiesen (vgl. [9) Seite 100
Theorem 6.6), daB8 jede Turingmaschine durch eine Turingmaschine si-
muliert werden kann, die nicht 18scht. Eine nicht-18schende Turing-
maschine darf nur eine 1 schreiben, wenn sie auf dem Arbeitsfeld
eine 1 vorfindet. Bei einer O auf dem Arbeitsfeld kann sie O oder 1
schreiben. Da das Halteproblem flr Turingmaschinen nicht 18sbar ist,
ist mit diesem Beweis von Hoperoft und Ullman auch das Halteproblem
bel nicht-ldschenden Turingmaschinen nicht ldsbar. Im folgenden
wird nun der Bewels der Lisbarkeit des Halteproblems bei nur schrei-

benden Turingmaschinen erbracht.

Def. 9: Sei Th die Menge aller Turingmaschinen mit n Befehlen, die
nur schreiben, d.h. deren Befehle von der Form sind:
101 Vy n4

V, € §R,L} ; n € £0,1,.0.,n1}
t11von, 1 S e

S”(n) sel die maximal mSgliche Laufzeit einer Turingmaschine aus

T,

Hauptsatz: Es gibt einen Algorithmus, der S”(n) fir alle n bestimmt
und damit das Halteproblem fiir nur schreibende Turingmaschinen

18st.

Bemerkung: * Der Beweis wird folgendermaBen gefiihrt: Es werden zweil
Kriterien hergeleitet, bei deren Erfiilltsein das Nichthalten einer
Turingmaschine nachgewiesen ist, Dann wird in Abhidngigkeit von n
eine Schranke t(n) angegeben, fiir die gilt: Nach Ausfiihrung von
héchstens t(n) Schritten hat jede Turingmaschine aus Th entweder

angehalten oder eines der beiden Kriterien erfiillt. Damit ist ein
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Algorithmus gegeben, der alle haltenden Turingmaschinen aus Th be-

stimmt, von denen man dann diejenige mit der maximalen Laufzeit

heraussuchen kann.

Der. 10: Im Gegensatz zu Def, 5 in Kapitel IV soll der Zustand ei-

ner Turingmaschine vor jedem Schritt durch ein Quadrupel

(1J’aj'lj’rj) beschrieben werden, wobei 1J und ay dieselbe Bedeu-

tung wie in Def. 5 haben. 13 und r"j werden definlert durch:

5= minfagls = 0,...,3-1}

max { agls = 0,e00s3-1}

1

r

J

d.h., lJ ist die Nummer des bis zum (j-1)-ten Schritt einschlieB-

lich am weltesten links gelegenen Arbeitsfeldes. rJ ist das am
weltesten rechts gelegene Arbeltsfeld.

Hilfssatz 1: Der Zustand von TMe~3; sei (ij,aj,lj,rj), so gilt
fiir die Bandbelegung bj:

0 fiir k <1, und k>1¢'\j

b, (k) =% J
1 fir lJék—ér'J

Beweis: Da alle Felder zwischen lJ und rj beim Ablauf von TM bis

zum Zustand (ij’aj’lj’rj) vereits Arbeitsfelder waren und TM nur

schreibt, sind alle diese Felder mit Einsen belegt.

Kriterium 1: Sind (1m,am,lm,rm) und (ik’ak’lk’rk) zwel Zustinde mit

m <k, die beim Ablauf von TM(;Th auftreten, und ist i =i, so kann

in folgenden Fidllen das Nichthalten von TM bewlesen werden:

a) a

m=2 5 Ip=l 3 Tp=Tg
b) a <a ; rp= rk+(ak-am) 3ol =1,
b)) ay >a, 3 1= lk"(ak'am) 3T =Ty

Dieses Kriterium ist eine Spezialisierung des Kriteriums 1 in Ka-
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Pltel IV, und das Nichthalten von TM kann daher als bewiesen an-

gesehen werden,

Hilfssatz 2: TM eﬂ; befinde sich im Zustand (1_,a ,1 ,r ) = zZq -

m’"m’ m’ 'm

Werden von diesem Zustand ausgehend weltere (rm—lm+1)-n Schritte
ausgefihrt, so gilt:
a) TM hat vorher bereits angehalten;

oder b) TM hat nicht angehalten und Kriterium 1a wurde
erfilllt;

oder ¢) TM hat nicht angehalten und Kriterium 1a wurde
nicht erfillt, so gilt fir den nach Durchfilhrung
der (rm-lm+1)~n Schritte erreichten Zustand
(ik’ak’lk’rk): (1m,rm)=#(1k,rk), genauer:
1m> 1

Kk oder rm< r

K
Bewels: Wird beim Ablauf von TM von z, aus lm und ro nicht verdén-

dert, sind, falls TM nicht h#dlt, die auf z, folgenden Zustinde

1

von der Form (is,Js,ls,rs) mit 1.=1 und r.=r . Von dieser Art

von Zustdnden gibt es genau (rm—lm+1)-n verschiledene. ag kann
eines der rm-lm+1‘Fe1der seln, die mit Einsen belegt sind, und

is einer der Befehle 1 bis n. Nach (rm-lm+1)'n Schritten muB sich,
falls TM nicht hidlt und T und 1m sich nicht #ndern, ein Zustand

wlederholen, womit Kriterium 1a erfillt ist.
Satz 1: Nachdem TMe 7, vom Start an B;K%iﬁill Schritte ausge-
fiihrt hat, gilt folgendes:

a) TM hat bereits vorher angehalten;

oder b} TM hat nicht angehalten und Kriterium 1a ist
erfiillt;
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oder ¢) TM hat nicht angehalten, Kriterium 1a ist nicht

erfiillt und auf dem Band befinden sich minde-

stens k Einsen.

Beweis: Soll TM weder halten noch Kriterium 1a erfillen, k®nnen
nach Hilfssatz 2 bel p vorhandenen Einsen auf dem Band hdchstens
nep-1 Schritte ausgefilirt werden, bevor eine weitere Eins auf das

Band geschrieben wird. Unter dieser Voraussetzung werden also
nach

k
2 pcon = 2k (ed) sepritten
p= :
mindestens k Einsen auf dem Band stehen.
Hilfssatz 3: Der Zustand von TM&%; sei z0=(iJ,aJ,lJ,rJ) mit aj=lj’
und der Verschiebebefehl des durchzufiihrenden Tellbefehls von
13 sel L. Unter der Voraussetzung, daB8 Kriterium 1b nicht er-
fii11t werden soll und die aufzo.folgenden Zustinde

zs=(1j+s’aj+s’rj+s) s= 1,2,... sind, gibt es k mit
aj+s = aj+s-1-1 fir 1<s £k, k£n

Bypkt1 = Bgeit)
d.h., ohne daB der Verschiebebefehl R zwischendurch ausgefiihrt
wird, kann hdchstens n-mal der Verschiebebefehl L ausgefihrt

werden. (Analoges 1ld8t sich fiir r‘j und den Verschiebebefehl R
aussagen.) Fir Z) gilt auBerdem

lj+k+1 = 1j -k

H it der
Bewels: Dile Befehle ij+1’1j+2"" werden auf Felder m
Belegung O angewandt, solange der Verschiebebefehl des durchzu-
fihrenden Tellbefehls L ist. Wiederholt sich aber ein Befehl,

was nach spdtestens n Schritten der Fall ist, ohne daB der Ver-
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schiebebefehl R zwischendurch ausgefiihrt wurde, ist Kriterium
1b erfiillt.

Satz 2: Die Voraussetzungen des Hilfssatzes 3 selien erfiillt. Neben
Kriterium 1b 5011 auch Kriterium 1a beilm weiteren Ablaufr von TM

nicht erfiillt werden. Dann gilt:

Nach Ausfihrung.von ne(1+n.k+ E%lﬂ)-) Schritten hat TM angehalten

oder, falls der Zustand dann zv=(1j+v’aj+v’lj+v’r,j+v) ist, gilt:

+r wobei k = r_ -1.+1 ist,

Tyev T Tyo 3

d.h. spitestens nach n-(1+n-k+ M)y sonritten wirg der
2

"rechte Rand" des mit Einsen belegten Bandabschnittes {ibep-

schritten.

Bewels: Unter den Zustinden z1,z2, seesZosens kann es hdchstens

n verschiedene geben mit aj+s=lj+s'1 und rJ+s=rJ, da es sonst

zwel Zustidnde (ij*m,aﬁm,l“m,r“m) und (1J+k'aj+k’lj+k’rj+k)

gibe mit k>m, a, =1, -1, By lyek s Lyclyge womit Krite-
,rium 1b erfilllt whre. Zwischen jeweils zwel dieser maximal n Zu-
sténde kdnnen nach Hilfssatz 2 hdchstens n-(rJ J+m +1) Sehritte
erfolgen. Es konnen, ohne daB sich am "rechten Rand" etwas :n.

dert, hdchstens
ng

o
> n +_n.(k+£:n)5cnr1ttem1tln £ n
p=1 P V=1, TSI

erfolgen.. Erst kommen n, Einsen links dazu, dann fihrt TM maximal
(k+ny)n Schritte aus, ohne daB sich an der Zahl der Elnsen etwas
dndert (Hilfssatz 2), dann kommen n, Einsen links dazu ung ™
kann anschlieBend ohne Anderung der Zahl der Einsen (k+n +n2) n
Schritte ausfiihren usw. Dies 148t sich ohne Veranderung des rech-

ten Randes h&chstens solange fortsetzen, wie J ,'n}l—n ist. Die
}_1...
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obige Summe 148t sich, wile leicht einzusehen ist, abschitzen,

indem man nP =1 fir alle p und ny=n setzt.

Also:
n, n n
zfj ntne(kt 3 ong) =3 (1+ne(ktp)) = n(1+n-k+ Bi%ill )
p=i = fres

pemerkung: .. Verltgt der Lese- und Schreibkopf nach Erreichen des
zustandes zv=(1v,av,lv,rv) innerhalb der ndchsten n Schritte den
pandabschnitt zwischen lv und T, nicht, so gibt es einen Zustand

Zw=(1w’aw’1w’rw) w>v und eine ganze Zahl s=<n mit

= = e a_ = -S
iv iw und a, av+s oder W=y~ S

d.h. der Ablauf zwilschen z, und z, stellt eine Schleife dar, die
golange wiederholt wird, wie der Bandabschnitt zwischen 1v und ry
nlcht verlassen wird. Bel einmaligem Durchlaufen der Schleife wird

das Arbeitsfeld um s Felder nach rechts bzw. nach llnks verschoben.
Hilfssatz 4: TMe 7, sel im Zustand z,=(1,,8,,1,,T,) mit

1.,+n = und r,.-n2>a

I

J J
so befindet sich TM in einer Schleife.

\Y

Beweis: TM hat sich beim Erreichen des Zustandes z, mehr als

n Schritte im Bandabschnitt zwlschen lJ und rJ aufgehaltven.

Kriterium 2: TM 57; erreiche beim Ablauf folgende zwel Zusténde:
= _ {ir die gelten:
zy = (ij’aj’lj’rj) und z, = (ik’ak’lk’rk) mit k >3, T

a) a, =1

J

B) iy =1y

[
-e
®
~
{
’_I
~

- = !
c) ry 1J-+1 z2n, r-ly = ry 13 mod n!
- = - +wen!
(rk 1 ry 1J wen!)

so hdlt TM nicht an.
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Beweis: z‘j kann durch rolgende Operation in Zy Ubergeriihrt werden.

Es gibt;, ein Feld r, fiur das gilt:
r-1, 2 n- u r,-f > n-
3 n-1 nd 3 r 1

Zwischen f und f+1 werden w.n! Felder mit der Belegung 1 eingeriigt.
Numeriert man dann die Felder entsprechend um, wird damit 2z in z,

Uiberge rtinrt .

Behauptung: Diese Einfligung hat keine Bedeutung fir das Halten
oder Nichthalten von TM. Nach Hilfssatz 4 befindet sich wegen c)
TM, wenn bei zwei aufeinanderfolgenden Schritten das Arbeltsfreld
von f nach f+1 bzw. umgekehrt wechselt, in einer Schleife, die den
Lese- und Schreibkopf durch einmaliges Durchlaufen um eine Anzahl
Felder, die héchstens n betragen kann, nach rechts oder links ver-
Schiebt. Da zwischen f und f+1 wen! Felder mit Einsen eingeschoben
werden, wird der Befehl, der durchgeriihrt wird, wenn TM f+1 bzw.
erreicht, unabhédngig davon sein, ob zwlschen £ und f+1 ein Vielra-

ches von n! Feldern mit Einsen eingeschoben wurde oder nicht.

Man kann umgekehrt beim Zustand Z, wen! Felder herausnehmen und
hat wieder den Zustand zJ. Dies kann man bellebig wiederholen, so

da8 TM also nicht hilt.

Beweis des Hauptsatzes:

Mit t(n) = n+}ne+2n3+2n‘?-n!+5n3-n!+2n4(n!)2

und Kriterium 1 und 2 ist der Hauptsatz bewiesen.

Beweis: TMe Tn halte nicht und erfiille beim Ablauf nicht Krite-

rium 1, so gilt wegen Satz 1, nach Bligm';l(em'el—2n3+3na+n
Schritten stehen mindestens 2n+1 Einsen auf dem Band. Daraus folgt,

= =1 bzw.
da8 TM vorher einen Zustand 231 (131 ,aJ1,lJ1,rJ1) mit aJ1 3 ZW
aJ1=I'J ,rJ —l,j +1=2n und durchzufihrenden Verschiebebefehl L bzw. R
1 1
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eren Ablauf von TM
érreicht hat. fzi % . sind die im welt
S/'8=c, ), . hert 1t
irgendwann auftretenden Zusténde (wegen Satz 1 gesic ) m

i \' ebefehl 1
ay =1, ’bzw. ay =Ty und durchzufihrender erschieb 1 ist
S

L ZZw- R. Von diesei Art von Zustinden kann €5 maximal 2n!-n v
(fir jede Seite n!-n) verschiedene geben, ohne daB8 Kriterium 2 er-
fUllt wire. Flr eine Seite: n Befehle, n! mbgliche Anzahlen von
Einsen, die modulo n! verschieden sind. Nach maximal n+{k+n)-n
Schritten, k=sz—ljs+1’ wird, ausgehend von einem dieser 2.nl-n Zu-
stinde, der nichste erreicht. n Einsen kénnen nach Hilfssatz 3 maxi-
mal hinzukommen, und anschliegend kann sich der lese- und Schreib-
kopf maximal (k+n)en Schritte im Feld der Einsen aufhalten (Hilfs-
satz 2), ohne daB Kriterium 1 erfillt ist. Vom Zustand zj,
(rj1—lj1+1=2n) bis zum Zustand ZJQn!'n (spdtestens dort ist Krite-

2nt!.n
rium 2 erfiillt) konnen maximal ) n+(2n+uen)-n Schritte
/11:‘

ausgefiihrt werden, ohne daB Kriterium o ‘erfiillt ist. Insgesamt ist

also bei einer nichthaltenden Turingmaschine aus Th nach spédtestens

2nen! » 5
DI (n+n(2n+Pn))+n+3n2+2n3 = n+3n2+2n2+2n°.nt+5n” «n!

u=1
+2n4°(n!)2 = ¢t(n)
Kriterium 1 oder 2 erfiillt.
Bemerkung: Die maximal mdgliche Laufzelt in JL ist 31 und die maxi-
mal mdgliche Feldweite (gleich der maximal mdglichen Anzahl Elnsen
auf dem Band nach dem Halt) ist 9. Beide Werte werden z.B. durch

folgende Turingmaschine realisiert:

1 2 3 y G ¢ B dy/d

101R2 201R3 301L1 401RO 1 9 .
11111 211L2 311R4  B11R3 (-3,5) 9 15/31
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- 68 -

Literaturverzeichnis

Turing, A.,M. "On computable numbers, with an application to
the Entscheidungsproblem.” Proceedings of the London
Mathematical Society (2), 42 (1936-1937), 230-265

Kleene, 5.,C. "Introduction to Metamathematics." D. Van No-

strand Co., Princeton, New Jersey, 1952.

Rado, T. "On non-computable functions." Bell System Technical

Journal, 41, 3 (1962), 877-884.

Rado, T. "On a sample source for non-computable functiong.n"
Proceedings of the Symposium on Mathematical Theory of
Autowata, Brooklyn, New-York, 1963, 75-81.

Lin, S., Rado, T. "Computer Studies of Turing Machine Problems."

Journal of the ACM, 12, 2 (1965), 196-212.

Green, M.,W. "A Lower Bound on Rado's Sigma Function for Binary
Turing Machines." Proceedings of the 5th Annual Symposium
on Switching Circuits Theory and Logical Design,:Princeton,

New Jersey, 1964, 91-94.

Korfhage, R.,R. "ILogic and Algorithms." John Wiley & Sons,
Inc., New-York, London,Sydney, 1966.

Brauer, W., Indermark, X. "Algorithmen, rekursive Funktionen
un& formale Sprachen." B-I-Hochschulskripten, 817%, Biblio-~-
graphisches Institut Mannheim, 1968.

Hoperoft, J.,E., Ullman, J.,D. "Formal Languages and their Re-
lation to Automata." Addison-Wesley Publishing Company,
Massachusetts, 1969.



Lebenslauf

Am 12. Juli 1942 wurde ich als Sohn des Oberingenieurs Karl
Weimann und seiner Ehefrau Gertrud, geb. Hannig, in Millheim~Ruhr
geboren.

Nach dem Besuch der Volksschule in Milheim-Ruhr (1949-1953)
wechaselte ich Ostern 1953 zum Staatlichen Gymnasium in Millheim-
Ruhr, wo ich im Februar 1963 die Reifepriifung bestand.

Zum Sommersemester 1956 begaun ich das Studium der Mathema-
tik an der Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitét Bonn.

Die Diplomhauptpriifung legte ich im Oktober 1968 ab, nachdem
ich zuvor unter Leitung von Herrn Prof. Dr. H. Schiek meine
Diplomarbeit mit dem Thema "Theorie der modularen Charaktere
und ihre Anwendung auf einfache gGruppen" angefertigt hatte.

Seit November 1968 bin ich im Rechenzentrum des Max-Planck-
Instituts fir Kohlenforschung in Milheim-Ruhr beschiftigt.

Am 11. April 1969 heiratete ich die Krankenschwester Rose-
marie Mahl. Unser Sohu Boris wurde am 1. August 1970 und un-
sere Tochter Tatjana am 8. September 1972 geboren.

Vom Beginn des Jahres 1971 an bin ich nach Anregung durch
eine Vorlesung von Herrn Prof. Dr. W. Brauer mit der Ausfﬁh—

rung der vorliegenden Arbeit beschaftigt.



