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UNTERSUCHUNG OBER HALTENDE PROERAMME FDR TURING-MASCHINEN
MIT 2 ZEICHEN UND BIS 7y 5 BEFEHLEN

B.WEIMANN, K.CASPER, W.FENZL

Zundchst sollen Definiticnen vou Begriffen gegeben wearden, die in

Richtung 2uf das Ziel dieser Arbeit hin sehr spezieller Watur sind

und sich nicht mit dewn sonst 4blichen Dzfinitionen zu decken brauchen.

hen auvus einer

Def.3: Eive Turing-Meschice testeht im wesentli Zeotral-
i

einheit {ZE), eivnem Basné, das nach weide
einem Lese- und Schreibkopf
die durchnummeriert sicv

iten unbegreonzt ist und

Felder eingeied

anG FOL 20 gehnnd nach rec

de 32,3, ... Der LS
steht iber einem Feld dem Bsndes, dem Arbeitsfeld [ATY. Die
von einem Turingprogramm (TP} gesteuveri das ic

und in AbhZngigkeit &avon und dem TP
Zwel Zeichen stehen zur Verfiigung: e
steht. Grunds#tzlich wir Schraivvorgang da
B liberschreiben heifit, das AP 18schen. El

Mit
Ab-

hingigkeit vom geleseunen Zeichen und vowm TP den I
rechts oder links verschisben.

Def.2: Ein Turingprogramm besteht aus einer endlichen Anzehl

Befehlen. Jeder Befekl besteht amus zwei Teilbafehlen und hat
Form:

Dabei bedeuten: i ist &:

@

gigkeit vom Inhslt der 4
atent auf dem AP ein I,

Hummer des Befehls; B und I regeln in Abhdn-
-

%}

8ind die Zeichewn, die auf
die guszufiihrenden Vers > wird der LS
ein Peld nach rechts vers
Befehle, die die ZE zls

Form iBZ bezw. 11Z, d.h-

Hummer
T eln Teilbefenl v

o)
niert, sc handelt =s
sich um einen Stopbefeni.

£3
en Z uvock auf dass AF
geschriehben, bevor die 1

aghdlt.

Generalveraussetzung: TP-e werden vur farsufl

wirken, wenn sie mit dewm 1. Befehl gestartet werden uund beim Start ein

leeres Band und als AF dzs Feld mit Nummer O verfinden. Wird slso aus-

2 g el UG

A -
.
el o

Fay

untersuchy, was sie Le~

13 :

gegagt, dab ein stopt, so gilt dies nur unter obiger Voraussetzung.

Will mev slle mbglichen TP-2 mit n Befeblen unter Beriicksichti-
ung obiger Ge=*r31voraussetzung untersuchen, so wird dieser Versuch

120

bei {4-{p+1}} mbglichen Programmen sehr schnell zum Scheitern verur-

teilt sein. BEs muf der Versuch gemacht werden, die groBe Zehl der TP-e
durch sinnvelle

y o

Ifdentifizierungen in mBglichst wenige Aguivalenzklas-—
sen einzuteilen. Sc koonten S. Lim und T. Rado[1]durch Identifizierun-—
gen die bveil 3 Befehlen mbglichen 18 777 216 TP-2 auf 82944 fLquivalenz~
klassen aufteilen. Thr Verfahren suf TP-e wit 4 Befehlen angewandt,

296 Agquivalenzklassen fithren. Durch die im folgeuden
fizierungen von TP-en gelang es, die Anzehl der

i 4 Befehlen) auf 1 198 690 zu reduzieren.

%

1
wirde zu 100 66%

.

5
definierten Identifiz
ne

Zquivalenzklassen {1

Folgende TP-e werden miteinander identifiziert:
1. Fumerier? mev die 2n Teilbefehle bei TP-eu wit n Befehlen in kano~
nischer Reihenfolge durch und wird der Ablauf eines TP-e durch
e¢ine Folge der Nummern der nacheinender vor der ZE ausgefilhrien
Teilbefehle bLeschrieben, so werden zwei TP-e mit den Folgen
ij,i2,13guqu bzw. 31,32,33,.,, fir die Beschreibung des Adlaufs
witeinarnder identifiziert, wenn gilt:

8} ik =1i. k¥ =1,2,3,...,8 fdr TP-e, die nach Auvsfithrung von

e genau s Teilbefehlen anhalten.
ke W fir nicht-haltende TP-e

befehl mi%t Nummer ik ist bei beiden TP~en identisch.

v} Der Te

Die nicht benutzten Teilvefehle kdnnen als Stopbefehle sufgefalt
werden.

Hotation:

Ein Teilbefehl, der beim Atlauf eines TP-g nicht benutzt

srech die Porm iB* bzw. 1I* gekennzeichnet werden.

2. Zwel TP-e, die sich nur dureh eine Permutaticn der Reihenfolge der
Befehle bei enteprechender Permutation der Nummern der aufzu-
rufender Befzhle unterscheiden.

wird, soll

w
o

Zwel TP-e, die sich anur dadurch unterscheiden, daB sie alle Ver-
schiebeoperstionen spiegelbildlich zueinander ausfithren, d4.h. weo
ein R im ersteu TP steht, steht im zweiten ein L und umgekehrt.

Mit Eilfe dieser Identifizierungen bleiben fir den ersbten Teilbefehl
tes ersten Befehls (dies ist immer der Startbefehl) nur zwei Mdglich-
keiten (bei TP-2n mit mehr als einem Refehl):

a} 1BIR?2 b} 1BBR2
¥Wird im folgenden

von einer Menge von TP-en gesprochen, sc igst eine
Teilmenge derjenigen Menge gemeint,die aus je einem Vertreter jeder

der Gurch obige Ideutifizierungen entstehenden Kquivalenzklaesen

hestent.

1%

s

,
e
-



Die Gesambtheit giler TP-s wird nun ir folgende disjunkte Teilmengen
aufgespalten:

TPe S{n,m) &= 1. PP stc
2. TP besitzt
3. m Tel

werden nach dem Start bSernutzt

4. Von jeﬂpm mindestens 7 Teilbefehl

benutzt {n

TPe Ui{n,m) &= 1. TP stoo
2.y 3. und 4. wie i {n,m3

Wie man sich leiecht Uberliegt

1BI
13
$(1,23 = 4

Man kanu nun, nscheinenid

fUr v=1 folgends Teilmengen:

(BIRTY /1R
é’( (0 ERZ}

s{1,13

#

r vou 3{1,1) anTangend,alle

e Teilmengern Si{n,m
und U{n,m} sufbauen. Uz S{n,m’

m; zu erpitteln, hendtigt mez slle TP=z,
die dene Teilvefshle bis zum Stor benutszen.

Dies gind
“y
Sy
Zu allen TP~en aus

nommen, der vou der Form

aufweisen. Folgender Prozsh wird fur Je durchgefiinrt.
S

Seil TP?eSn .m und TP1 gtoppe =uf dem
Teilbefehl wird daun nscheinsnder ers
Form 132¥n,{iIZVn,) mit Z¢{5,1}, Vel
Jedes der so entstandenen TF-e w1rd dare
oter nicht. HElt es an,; kowmmt
s0 werden genau wie bei TPY p-t
nutzte Teiltefehl bei TP st vor der Foran

I...). Dieser

iB¥ baw. 1I* und damit
r Yenge U{n~1,z-1) baw.

Stepbefenl). Dieses Prograswm kommt denn
U({n,m-1), 3je vachdem, ob TP1eS{n-1,m-7)
bauprozeB ist im Abb. 1 schemats

Es mu8 untersuent werden, ob

er TP1eS{n,m»-1). Der iuf-
gegekbayn.

fvav aus jeder Kquivalenz-
klagsse genau ein Verireter konsgtruiert wird. Bei diesen
macht nur die Prage Schwierigkeiten,

Tlegungey
0% zwei TP-e kKonsbrulert werden
kinnen, die wegen Identifizierung 2 derselbe
néren. P - . o P . A "

Fir ein TP mit n Befehlsn sel is, sigo.. die Folge der Nummern
der nach dem Start uscheinender auseufinrenden Befehle {nicht Teilbe~

fehle), elsc ikéfﬁ,...,n§« K=§g¢,3g...9 9o gibt es unter der VYoraus-

setzung, daf in der Folge i alle

Lw,A?",.

v Agquivelenzklesse ange-

shlen vou 1 tis o verkommen
ion von S5{n,m) und

{diese Vorsussetzung ist Surch

Sie Defis
erfdllt}, gensu eine Permvtsticn ® suf {

se.sn}, die folgendes leists t:'

-~
w

i 0) = mex{F LIk = 1, ..., 541

i+
5‘6{:;1* = 1
ﬂ(13+?} = max {7( A,)[ T,eens 33 %1, wenn 13*1 mit

keiner der Zahlen i,,..,1, Ubereinstimmt.

Wie may leicht sisht, werden beim geschilderten Aufbsu nur TP-e zuge-

lsgsen, die Folgen {wie oben veschrieben} besitzen, bei densn die Iden~

tit8t die eindeutig bestimmte Permutetion ist, die dies leistet.

Tz die Haupiergebnisse dieser Arbeit formulieren zu kdnneun, missen

einige Punktiovnew definiert werden.

-~

7.3 Die Funktienen &, y 8: S{n,m} ~—> W fir alle v,meN

i

n<m<2n und k g,f,b: & — W werden definiert durch:

5{?P) = Anzazl der Tellbefehle, die bis zum Stopbefehl einschliel-
lich durchgefihrt werden.

p{TP) = Anza2% der verschiedenen Felder, die als Arbeitsfelder

- guftroten {Feldwelte won TP}.

B{TP} = Anza-~l der I's, die nach dem Stop auf dem Band stehen.

k¥{n,m) = iS{n,m)} = Anzehl der TP-e in S{n,m}

g{n,m) = mex * (TP} |PPec S{n,m}}

f{n,m} = mex : g{TP}|TP e S{n,m}}

tin,m) = max - B{TPY PP eS{n,m)} {Bugy~Beaver-Spiel}

Um einen noch gemsueren Uberblick zu bekommen, wurden die Peilmengen
Si{n,m) und U{n,x) in disjunkte Teilmengen zerlegt:
¢ Voo o1 ; I¢ 3 % ! Y
S{n,m} = NBR\n m)uSIR\n m} USBB(n'm'USIE n,m}

D('S m} R\" EI)J IF\“ E'U\"} B(Q,E)UU n’m"

18

Die einzelnen Teilmengen werden definiert durch:
TP e SBR(BFm} &= 1. TP S(n,m)
2. Der ersie

Z
J

efehl leutet 1BBR2

Alle benbtigien AP's habeu eine Nummer = 0
{Fur die "rechte Seite" des Baundes wird benutzt)

TP e bIQ( Lo s 1. und 3. wie bel SBR{n,m}
2. Der erste Befehl lautet 1BIR2
TP e SBB{nqm} e 1, und 2. wie bei SBP(n,m}

3. "Beide Seiteun™ des ZBandes werden benutazt.
: Tam) g - e bed \ . A \
TP g SIB‘E’m’ = 1. und 3. wie bei SBB(n,m;, 2. wie bei DIR(n,m,

Euntsprechend werden dlie Teilmengen von U{n,m} definiert. Durch Indi-
zierung der Funziioven k,s,f.b {z.3. kBR’kIR""} gsollen die Funktionen
gekennzeichnet werden, die dsdurch entsiehen, daB ivn den Definitionen
statt der Menge S{n,m,; die der Indizierung euisprechende Teilmenge
zugrunde gelegd wird.
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der

0
5% =

i=9
Entsprechend ergibt sich 4ie Menge U” alier nicht-haltenden
o Befehlev zu:

a n 2
=3 w1, )
i=1 3
Um die Teilwmengen S{n,m} U{n,B) suv ermitteln, wurde ein Computen-

an

programm geschrieben, dss den in Abbildéung 1 scnemstisch dergesiel
sche ein TP beil Veriation des Teilie-~

Aufbau leistet. Die Eni

offen,

Teilbefehlen ausgefinhrt

ist, d.h. ein TF kdunte et fElacklicherweise als nicnt-haltend
gelten, wenu S(TP) grbler als ein vorgegebener Wert ist. Die zundehst

als nichi-haltend angenommenen TP-e wurden daun

wie noch geschildert
wird, mit Hilfe weiterer Computerprogrsmme exakt daraufhin uantersucht,

ob sie halten oder nicht. Alle ale nicht-haliend angenommenen
wurden danu auch als solch

T2-e

erkanut,ac ¢af die in Tabelles % sngegehe~-
nen Werte flir n=4 als vewiesen anzuscher sind. Demit ist unter snfe~
rem des Busy-Besver-Splel fiir u=4 geidet {Lbisung: 13).
To Tabelle 2 gind noch eirnige Werte angegeben, die erhslten wurden
bei dem Versuch, auch dis Teilmengen S{5.i}, i245,...,70} und 2ie
Werte der eunisprechenden Funkiioven zu btestimmen.

Auf grund des enormen Aunwschsens der Rechenzeiten der Conputerprogram-
me kounte dies nur teilwsise gelist werden. Die angegebenegn Werie
gelten unter der Vorsussszizunp

TPe SBQ(EqTGELJ“

d.h., die zundchst wie bai n

g

als wnichi-haitend angenommenen TP-e
wurden nicht weiter untersucht.

In der Tabelle 3 sind Programme angegeben
der Tabellen 1 und 2 reslisieren.

, dle einige Meximalwerte

Zur Untersuchung der zunichst els nichi-haliend angenommeneyn TP-e

wurden die verschiedenen Teilmengen wie folgt zusammengefali:
2 ) - P

Ugp = UER(c,c}u 533(7*3’
3 N

1 = %Y

Ugg = Upp(3:3)uUge(2,7)

g4

BR = UBP(Agll} UUEH(Eyf
U§R=UBR(4,8} breucht micht

Stopbefehl besitzen und so

13

N .

%R werden dis Mengen U%R, B%E vad U%E gebildet.

-
U

Vier Algorithmen wurden aufgestellt, mit deren Hilfe bei bestimmien
RBedingungen des Nichit-halten eines TP-s exakt nachgewliesen wurde.
Sie gollen hiex nur kurz skizziert werden.

1. Algorithmus zur Erkeunung einfacher Schleifen (SCH)
Der Algorithmus versucht, einen Teilvefebl zu finden, der beim
Ableuf des Frogramms immer wiedexr aufgerufen wird und bei dem die
Bandbelegungen, von dem AF aus gesehen, das dieser Teilbefehl be-
nutzt, in sllen Feldern, die belw welteren Ablauf noch als AF-er
benutzt werden, identisch ist.

2. Der 2. Algorithmus {ST1) sortisrt 4ie TP-e aus, die nicht halten
kdnnen, weil der {die) Stopbefshl{e) bzw. der {die) nicht benutz-
te{n} Befehl{e} von keinem Teilbefehl aufgerufen wird {werden).

%. Der 3. Algorithmus {872} priift, welche Mdglichkeiten es bei ent-
sprecnender Bandbeleguung gibt, daB das Programm zu elnem Stop-
vefehl {nicht beunutzber Befehl) kommt. Dabei wird versucht, vom
Stop ner rickwirte denm 4blsufl der letzten 5 Teilbefehle zu kon-
struieren. Gibt es keine Bapdbelegung, die zum Stop filhren kdonte,
wird das Programm als nicht-haltend sussortiert.

4. Algorithmus zur Erkennung von sich vergrtBerunden Schleifen {VS).
Zur Demonsivierung, was dieser Algorithmus leistet, so0ll ein Bei-
spiel dienen: Der IS Endert beim Ablauf des Progremms unter ande-
rem seine Richtung bei den Feldern 2,3,4,5,.-- {in chronologischer
Reihenfolge’, und zwar von rechts vach links. Zwischeo den avfge-
fihrten *Wendepunkien™ Hndert der 1S seine Richtung von rechts
nach livke bei den Feldern 7,9,11,73,... Es wird nun uvntersuchi,
cb sich der Zyklus 2— 7 — 3 {Ablauf des Programms vom AF mit
Yummer 2 iber das AF wit Nusmmer 7 zum AF wit Nummer 3} im an-
schliefenden Zyklug 3 - 9 —> 4 in "gewisser Weise" wiederholt.
LERt gich nachweisen, da8 sich diese Art von Wiederholung beliebig
fortsetet, wird das Programm als nichi-haltend sussortiert.

In den Tabellen da,0,c,8 sind die Zahleun der sls nicht-haltend ange-
nommenen TP-~e sowle &ie Zahlen der nach Anwendung der einzelnen Al-
gorithmen iUbrigbleibende Programme aufgefiihrt. Die nach Anwendung
gller 4 Algorithmen noch Ubrigbleibendeu 396 Programme, multen dann
“per Hand® zls nicht-haltewnd sussortiert werden. Bel diesen TP-en
hendelt es sich um solche, die mit sbgewaudelten Algorithmen der

4. Art auvssoriiert werdeu k8unen.
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'E’i
“BR {
! Anzahl nach %eduk- i Auzahl nsch Reduk-
| tion durch tion durch
i Anzahl SCH ST1 3121 ¥8 i suzahl SCH ST ST21 ¥3
2 5 - - - - 2 4 - - - ~
3 24 - - - - 3 27 - - - -
4 189 2 - -1 - ¢ ST - -
5 1409 11 7 5{ - 5 1890 8 - - -
6 9922 164 62 £7 1 ~ £ 13797 36 50 33) -
7 60800 | 1278 | 1007 | 446 | 40 7 84653, 808] 372 | 181 8
by 72340 ; 1455 | 1076 3181 40 Y 130600 913 422 214 3
Tabelle 48 Tabelle 4%
;?i rri
BB Y1
Anzahl nech Reduk- Anzahl nach Reduk-
tion durch ticn durch
i | Aunzahl SCH 3T S12 . v8 i ipzahl SCH 371 372 v3
2 2 - - S 2 - - - -1 -
3 14 - - - - 3 14 - - - -
4 121 - - - - 4 248 4 - - -
5 1223 | 16 8 51— 5 29401 51| 2G| o7l -
6 10724 ¢ 373 | 179 0] - 3 345901 1033| 3911 186, 2
7 88504 | 4783 { 3361 | 1358 o2 7 298086112044 9822 | 5334 254
b 100588 | 5172 | 3548 | 2083 | op S Z3557811313211025%3 | 5547 2556
Tzbelle 4c Tabelle 44
Programmfeld Band
Leftwerk Befenisspeicher
Wdresse index [{Cperationsieil AdrTeit
A B¢ |0 4 E o415 s
H {] Pointer
I
Bit~-Marken
B
2 Schiebe-Marken
I
5 53 j Sorunz-Marken
37 Stop-Marke
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Es ist naheliegend, eine leicht modifizierte Turingmaschine als Aug-
vildungsobjekt im Bereich der Informatik nutzbar zu machen. Die Eig-
vung els Lehrmodell ergibt sich sus der Zigenschaft der Maschine:

g} Sie enth#lt alle grundsdtzlichen Funkticns-~ ung Strukturelemenie,
die ein Computer besitzt, b) alle Punktionen und Strukturen sind un-—
mittelber anschaulieh, ¢} der Gesambtablauf und die Wirkungsweige der
Maschnine bleiben wihrend des logischen Ableufs iibersicntlich und
direkt einsichtig, ohne daB das erzielte Ergebnis trivial ist.

Wir heben als Lehrmodell eipne Turingmaschine mit drei Befehlen und
einem endlichen Band mit €& Zellen benuizt. Die Pelder werden im Spiel-
avlauf durch wverschiedene Marken besetzt. Feldabschnitte tragen Namen,
Gie Funkilonen im Computer entsprechen. Die Phasen des Spielablaufs
werden durch einen "Poioter® im Leitwerk und im unteren Teil des Ban-
des markiert {s. Abb%.2). Die Spielregeln eutsprechen deuen der Turing-

magchine, die Selibsthalteforderung wird aber immer explizit angegeben.

Das Modell kanr in verschiedenen Stufen der Ausbildung eingesetzt wer-
den, wir haben es zur Grundsusbildung fir Frogrammierer benutzt. Da-
bei liegt im 7. Teil der Ausbildung, der Spielphese, das Schwergewicht
auf der Beschifiigung mit dem Modell. Seine Ausnutzung erfolgt unter

4 Gesgichispunkien:

a)} Eingichten ir logische AblZufe {durch Nachvollzug gegebener Pro-
gramme) und Entwicklung koustruktiven Denkens (durch Erstellung von
den Spielmarkern und deren Bedeutung erarbeitet werden kann, c) Ver-
wichtigsten Computerbegriffe und Verstindnis der
Sechnerorgenissticn, &) Sruvdschemata des Programmierens, wie Sprung,
Yerzweigung und Schleife. Die Medellaufgaben, der Spielanweisung bei-

znachauvlichung der

gefigt, werden dem Stand der Ausbildung inhaltlich und graduell ange-
reBt, wobei auch Anreguugen zu rein spielerischen Ubungen {z.B. maxi-
male Bandbesetzung) eingefiigt sind.

Von dieser Spielphase aus aufbavend, erfolgt die Einfiihrung in eine

Programmiersorache, wobei jetzt der Hintergrund fiir den Lernenden
wesentlich tranz

parenter ist und viele Begriffs~ und Vorstelluugs-

schwierigkeiten bereits iiberwunden sindé. Nsch unserer Erfabhrung 18B%
sich der Erfolg in der Spielphase und der Programmierphase korrelie-—
ren, so daf sich hieraus ggf. didaktische Mdglichkeiten ergeben. Ein

gystematischer und zahlenmdfiger Zysemmenhang wurde jedoch nicht er-

telt, da unsere Bestrebungen mehr suf Nutzung im Unterricht als auf

nit
steignung gerichtet waren.
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[1J 8. Liu, T. Redo; Journal of the ACY 12 {1965}




